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SVESTI NA LINEARNI OBLIK
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1. UvVOD

Ako su dvije ili vife mjerenih velitina medusobno zavisne, kao
na pr. promjer i visina stabla ili promjer, visina i drvna masa stabla,
onda ta zavisnost nije strogo funkcionalna veé statistitka (stocha-
stika), t. j. jednakim vrijednostima argumenata odgovara po vile
vrijednosti tamo, gdje bi kod stroge funkcionalne zavisnost: trebalo
da bude jedna vrijednost. Da se dobiju srednje, najvjerojatnije
vrijednosti funkcije za odredene argumente, potrebno je provesti
izjednatenje, t. j. pronaéi krivulju, koja ée se mjerenim (opaZanim)
podacima najbolje prilagoditi. To izjednalenje moZe biti graficko
ili ratunsko. Oblik krivulje treba da je poznat, a kod ratunskog
izjednatenja mora biti zadan i analititki oblik krivulje, t. j. funkcija,
po kojoj ée se izjednadivanje provesti. Kod ratunskog izjednadi-
vanja obino se upotrebljava metoda najmanjih kvadrata, a rjede
metoda jednakih momenata®.

* Kod upotrebe obifnog polinoma y = a + bx + ¢x® + ... obje metode daju
jednake normalne jednadibe.
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Postupak po metodi najmanjih kvadrata mogué¢ je samo kod
funkcija, koje su linearno zavisne od svojih parametara. Ako funk-
cija nije linearna, potrebno ju je na neki nain svesti na linearni
oblik. U dendrometriji susreéu se Lesto funkeije, kod kojih se loga~
ritmiranjem postife potrebni linearni oblik (Levakoviél, Mihajlov?,
Schumacher?). :

Schumacherov logaritamski izraz za volumen stabla
logm =loga+b.logd + c.logh [1]
dobiven je logaritmiranjem izraza )
- m=a.d". ke o (2]

(m = drvna masa, d = prsni promjer, 2 = visina: @, b, ¢ = para-
metri) i vrlo se esto upotrebljava za izjednativanje drvnogromad-
nih tablica. Medutim kod.primjene metode najmanjih kvadrata na
takav — logaritmiranjem dobiveni — linearni oblik postizava se iz-
jednalenje: 1) kod kojega je suma izjedna&enih logaritama jednaka
sumi neizjednacenih logaritama (t. j. sumi logaritama dobivenih od
pojedinih opaZanih iznosa); 2) kod kojega je suma, koju obrazuju
kvadrati razlika izmedu izjednadenih i neizjednadenih logaritama,
jednaka minimumu. Ne traZi se zapravo iz Jednatenje, koje se sastoji
u tome, da bi navedeni uvjeti (:suma kvadrata minimum, suma
prvih potencija = 0.) bili ispunjeni za originalne iznose (numeruse),
a ne za njihove logaritme. Oba izjednatenja odnose se medusobno
kao geometrijska i aritmeti®ka sredina. Izjednalenjem se dobiva
analogon geometrijske sredine, a tra%i se zapravo analogon arit-
meticke sredine.*

Po Cauchyjevu teoremu aritmetitka je sredina uvijek veéa od
geometrijske sredine, pa Ce se prema tome s logaritamskim izjedna-
Cenjem dobiti uvijek preniski rezultati: to ni#i, Sto je veée rasipanje
—devijacija — opaZanih podataka oko krivulje izjednadenja. Kod
potpune korelacije dobit ¢e se na oba nadina isti rezultat, no u tom

* Aritmetitka sredina A = %Ex je srednja vrijednost, kod koje je udovo-

Lieno uvjetu Z'(x —A)=0 i X (x— A2 = minimum. Ako se geometrijska
stedina
n

G = i/xl-xg'xa- X,

logaritmira, izlazi:

logG=~r1?E’logx,

t. j. za logaritam geometrijske sredine dobije sc izraz, koji je jednak aritmetickoj
sredini logaritama varijanta. A za tu aritmetiku sredinn vrijede isti uvijeti, t. j.

2(logx—logG) = 0, 2 (logx — log G)? = minimum
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slu¢aju ne radi se vife o izjednaenju. Kod logaritamskog izjedna-
&enja drvnogromadnih tablica ta pojava dobiva znadaj sistematske
grijeske tablica, t. j. tako dobivene tablice daju kod upotrebe siste-
matski preniske podatke za traZenu drvnu masu,

Ovaj rad promatra taj problem,” a da bi diskusija bila lak3a i
numeritke ilustracije jednostavnije, uzeta je funkcija najjedno-
stavnijeg oblika:

y=ax S (3]

2. OPIS NEKIH METODA § KRITICKIM
PRIMJEDBAMA

2.1 Izjedna¥enje se mo¥e provesti i tako, da se jednadiba ne lo-
garitmira, ve¢ da se pomoéu Taylorove formule dovede na linearni
oblik (vidi Ritz-Baur?). Za parametre a i b odrede se aproksimativne
vrijednosti @, i b, tako, da se odaberu dvije totke dovoljno razda-
leke, da se njihove koordinate uvrste u jednadibu i da se iz nastalih
jednad#bi izralunaju iznesi parametara kao nepoznanice (ili gra-
fitkim nadinom tako, da se na log—log—papir nanesu opa¥ani iznosi
i da se okularno izjednate pomotu pravca: log y = log a + b log x.
Aproksimativni iznos za log a je odsjetak, Sto ga taj pravac ¢ini
na ordinatnoj osi, a b je nagib pravca). Po metodi najmanjih kva-
drata pronalaze se potrebni nadopunjci a =a—ay i = b— b,
na ovaj naéin:

Y=axbt=/(ap -+ a) xn+#

=@+, bt (4]
— (@, bo) oLt L gt

Ako se zanemare vi§i Elanovi reda, izlazi:
Y=gyat"+tax+ fax"Inx [5]

Ako se opa¥ani iznos funkcije, koji odgovara argumentu ai, obilje
sa yi, a pripadna iz jednafena vrijednost funkcije sa Yi: te ako se od
lijeve i desne strane gornje jednadzbe odbije yi, izlazi:

Yi—yi= qpxi®* -+ axd + fagx In o — yi (6]
*{J toku rada pomagali su mi savjetom dr. Antun Levakovié, profesor Poljo-

privredno-$umarskog fakulteta u Zagrebu i dr. Viadimir Vrani¢, profesor Eko-
nomskog fakulteta u Zagrebu,
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odnosno uz zamjenu

| ao-x;bn _x :}.’: =— ﬁ’: } -
ayx"Inxi= B
Yi—yi;—Ki‘!‘Aia‘l‘Biﬁ (8]
Po metodi najmanjih kvadrata iznos '
Z(Yi—y)? (9]
treba da bude minimum, pa treba
Z(—Ki+ Aia + Bi p)? [10]
derivirati i izjednaéiti s nulom, dakle:
o 3

. ——-=2-2-Ai(——Ki.+;4ia + B8 =0

da
>aZAdA + B IAB = JAK [11]
(
HE_}%_:ZEB;(—K.“'*‘AEGJFBfﬁ):O :

F,

~a3AB + § TBB = 3BK

.. Tako dobivene normalne jednadibe imaju kao nepoznanice na-
dopunjke, a ne same parametre. Izratunani dopunjci a, i 8, dodani
aproksimativnim vrijednostima @, ¢ by daju drugu aproksimaciju
a; =dy + ay i & =b, + f,, s kojom se postupak ponavlja. Daljim
ponavljanjem postupka dopunjci e i 8. tefe prema nuli. Prema
tome i lijeve strane normalnih jednad¥aba konvergiraju prema
nuli, a takoder i desne strane, t. j.

lim SAK = lim f; SY (Y —y) =0

[12]
lim ¥BK = lim 3Y Inx(Y —y) =0
Dakle je dodu$e udovoljeno uvjetu
" 2 (Y — y2 = minimum [13]

ali nije osim toga udovoljeno i uvjetu

t. . Y = Xy, koji bi nam u svrhu potpunog izjednatenja bio isto
tako potreban kao i onaj prvi.

Do te pojave dolazi kod upotrebe funkcija, koje nemaju aditivnu
konstantu (vidi Willers?).
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2.2 Logaritinira li se jednadiba )
- gy =axt - - [15]
izlazi izraz

log y = log a + & log x, [16]
koji vodi do normalnih jednadzaba:

nloga+ &Zlogx= Zlogy [17]
log a 3 logx+ b = log xlog x = 2 log y log %,

Parametri @ i b izrafunani na ovaj nadin nisu identicni s iznosima
tih parametara izraéunanim na nacin opisan u totki 2.1. U natinu
2.1 udovoljeno je uvjetu

= -(}-’"-—-'y)z = minimum [18]

dok je ovdje (nazovimo, ovaj natin obi¢nim logaritamskim izjedna-
¢enjem) udovoljeno uvjetima .

L D (loglY Sk logy) E 001 S }—- [1‘9]
Z (log Y — log ¥)* = minimum
A kako su to razliditi uvjeti, to e i iznosi parametara biti razlititi.
Kako je spomenuto veé u uvodu, »obitno logaritamsko izjednacenje«
daje preniske rezultate. Suma logaritama na taj nadin izjednatenih
vrijednosti bit e, doduse, jednaka sumi logaritarma opaZanih iznosa,
ali suma numerusa._izjedna¢enih vrijednosti bit ée.uvijek manja od
sume opafanih iznosa. Razlika je to veda, $to je vece rasipanje (va-
riance, Streuung) opa¥anih podataka oko kriyulje izjednacenja. Kod
drvnogromadnih tablica.mo¥e fa razlika iznositi 1 3-49%. Kako je
veé spomenuto, ona ima karakter sistematske grijeSke tablica.
Logaritamsko je izjednatenje ekonomitno i unatoé primjeni lo-
garitama prikladno za upotrebu. Da bi se kod upotrebe u praksi
otklonila spomenuta pojava sistematske grijeske, izradene su me-
tode, koje to vide ili manje uspje$no postiZu (vidi: Chapman—Me-
yer%). Jedna je.od tih metoda ova:™” -

2.3 H. A. Meyer? izradio je tablicu korekcijskih faktora, s kojima
treba umno¥iti rezultate obitnog logaritamskog izjednatenja. Taj
korekeijski faktor izveden je na temelju hipoteze, da su razlike lo-
garitama opa¥anih iznosa’ vy i logaritma iz jednadene velidine s, t. j.
razlike (log 7 — log vis), normalno distribuirane oko nule, odnosno
da su iznosi log i normalno distribuirani oko log 7. Ta hipoteza
odgovara stvarnosti tek priblifno, ali ako distribucija i nije baj
potpuno normalna, po toj hipotezi izratunani faktori bit fe ipak
upotrebljivi.
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Pretpostavi li se dakle, da su zaneki odredeni x — jznos pripadni
logaritmi opaZanih iznosa logy = M normalno distribuirani oko
sredine log # = u sa standardnom devijacijom o, onda je

1 _(M—pp
d M == e 2a® dM 20
=T
Izvedu li se supstitiicije

M:Iogy:,;vdMﬁ":logé%dy, [21]

izlazi distribuci j’a samih y — iznosa * '

_ Moz y—gpp
do(y)="%C —L_ .7 gy,
y oV 2x

koja dakako nije vife normalna. Pomno#i 1i se lijéV; i desna strana
sa y i integrira od 0 do oo, dobit ée se na lijevoj strani aritmetitka
srédina svih y — iznosa, koja bi imala da zadovoljava jednadZbu

[ydo(y)=Y. . (23]
: . b S . R
Na desnoj strani treba provesti supstituciju
logy = M, y.= 10"~ dy = 10¥1n 10 dM [24]
time se i granice iﬁtég-rala vra-é'aju _ﬁé.tfag od — oo do + oo, dakle
T U = A L
T Y= | Adg e eT 0% n {0 d M . - [25]
“o)2n
Uzevii u obzir, da je -
.Ioge-lle;l -], [26]
108 = plo 1™ — JMln1o |
izlazi:
-Y' T [~ 55+ arin o] M [27]
fd  — . e . .
j “oV2n ' :
- e 1 . : [______(M—u:j::‘l In.l?).) -i-‘(.ﬂ + 1 a2lni0) 11110]
Yij-e L0 - 2 -dM [27]
0]/23'5 .
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a kako je -

RS N o ) ,
- (et —=oln10)nt0 g s lngo) . R y
e(. 2 : ) X =elnt_o( Rl ): 10%. 1072 in10 [ZBI
o Lo ;- _(M—pt om0y
Y=10'“102 o— . e 20° 'dM 29
et J‘ 01/2_:_1 [ ]
-;“63 In 10 %as m1wo - .

jer je vrijednost integrala = 1, a 10* = 7, jer je log g = s Prema
tome, da bi se dobila aritmetitka sredina opafanih podataka (= ),
potrebno je geométrijsku sredinu (=) pomnoZiti s faktorom '

»;—(ln 10} -g2

f—10 =10|.15'129wf,gy’ [31]

Dakle prema gornjem izvodu H. A. Meyera korekcioni faktor,
pomoéu kojeg bi se kompenzirala pogreska rezultata obitnog loga-
ritamskog izjednalenja, zavisan je samo od varijance logaritama
opa¥anih iznosa, te se nakon provedenog obilnog logaritamskog
izjednadenja mo¥e izrafunati i rezultate korigirati.

_ Kod primjene ovog korekcionog faktora na izjednalenje po funk-
ciji log ¥ = log @ + blog x dobit ée sé, doduse, dosta dobar re-
zultat, t. j. suma izjednalenih iznosa bit ée priblizno jednaka sumi
opa¥anih iznosa. Al time jo§ nije reééno, da je i izjednatenje pot-
puno pravilno i da na taj nadin dobivene ordinate odreduju i naj-
vierojatniju krivulju. Kod primjene toga natina na izjednatenje
pomoéu funkcije s jednom ili vi¥e varijabla (kae $to je to slutaj sa
Schumacherovim logaritamskim izrazom za drvnu masu stabla, radi
kojega je ta korekcija i izvedena) osim hipoteze, da je distribucija
logaritama opaZanih iznosa normalna sa standardnom devijacijom
olg m, precutno je usvojena i hipoteza, da je taj owgn jednak za
svaku vrijednosi argumenata, a to ne odgovara stvarnosti. Ako se
promatra kolektiv izmjera za sastav drvnogromadnih tabela, loga-
ritamska slika rasipanja sasvim je drugatija kod malih promjera i
visina, nego kod velikih promjera i visina. Ako_je promjer odreden
i konstantan, oteg » pada s rastenjem visine. Isto tako prosjeéni diog m
za male promjere veéi je nego za velike promjere. Préma tome bilo bi
potrebno znati iznos varijance 6% » za svaki promjer i visinu, t. i
bilo bi* potrebno provesti izjednatenje velitine o%ogm kao funkcije
oddik.

- Za funkciju

y=axt—>logy=1loga-+ blogx: 133]

to izjednalenje moglo bi se provesti po formuli .

oogy = log a + flog x : [34]
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premda se kod toga moZe dogoditi, da za ekstremnu vrijednost
. argumenta x vrijednost varijance ispadne i negativna, $to je dakako
besmislica, a ujedno i znak, da bi se o® trebalo izjednaciti barem
po formuli

o%ogy = log a + flog x - 7 (log x)2 [35]

Ali radi prakti¢nosti, uzevsi u obzir jo¥ i to, da je to izjednaenje
po empirijskoj formuli i da je iznos o2 potreban samo kao veliina
za izraCunavanje korekcionog faktora, mo¥e se i to tolerirati. U
tome bi sludaju bilo

Y=9n.f=axt. 10%

(k= In 10 = 1,151293) [3¢]
log.Y =loga+ blogx + ks°
=loga+ blogx+ k(loga + Blogx) [37]
=logact+ (b+ kB logx
=log 4 + Blogx )
Y=AxE>A=act, B=b+kf - [38]

iz ¢ega je vidljivo, da su parametri izratunani obitnim logaritam-
skim natinom pogre¥ni i to ne samo parametar a, veé i parametar
b, koji odreduje nagib pravea u log-log-ravnini. U slutaju da je
%0z  jednak za svaku vrijednost argumenta x, kako to pretpostavlja
H. A. Meyer, korigirao bi se samo iznos parametra g, a iznos pa-
rametra & ostao bi isti.

2.4 G. T. Fehner® u odjeljku o logaritamskom postupku s kolek-
tivima opisuje vezu izmedu geometrijske sredine G i aritmetitke
sredine A aproksimativnom jednad¥bom

gl &
G_A(l ZAﬂ),

gdje je q> = varijanca numerusa = kvadrat standardne devijacije,
ali bez izvoda, Dokaz je izveo W. Scheibner? (citirano po Fehneru)*,

2.5 Worthing i Geffner®® rjefavaju ovaj problem na ovaj nadin:
Prelaskom na logaritamski nadin raunanja opaZani podaci mije-
njaju tefinu. Ako se pretpostavi, da originalni podaci (numerusi)
imaju teZinu 1, onda njihovi logaritmi dobivaju drugu tefinu, koja
se moZe odrediti na ovaj natin:

* Rad W. Scheibnera naZalost nisam mogao nabaviti, te taj putokaz, keji bi
s¢ eventualno mogao iskoristiti, samo napominjem,
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- Ako je
U = ‘f (yls Yoy oo v y") [40]

a Oyy, Oy, - - . Oy« SU sTednje kvadratne grijeSke veliCine yy, ¥ . . . ¥a,
onda je

oy = l/ (%) o+ (%;i) ...+ (%) %, 1]

(a to je poznati zakon o gomilanju grije$aka — Fehlerfortpflanzungs-
gesetz). Prema tome ako je

U=f(y)=Iny [42]
dU 1
olny:'- dy -0,,::70);, [43]

a kako se tefine odnose kao recipro.éue vrijednosti kvadrata srednjih
grijedaka (standardnih devijacija), to izlazi:

1 1
Win y, — 1 2 - 1 =
Geow) (o) |

—_— a2 2 . a2 A2
=051 % 9,

Uz pretpostavku, da je tefina originalnih iznosa (numerusa) jednaka
jedinidi, t. j. '

®Nn -

Oy =0y, =...=0, =1 (45]
izlazi:
Win yy « Wia y, — y? : y% [46]

Dakle kod prijelaza na logaritamski natin izjednaéivanja potrebno
je logaritam svakog opaZanog iznosa opteretiti kvadratom njegova.:
numerusa, Na taj nalin trebalo bi da se dobiju iznosi parametara
kao kod direktnog izjednaenja. Autori napominju, da se to u praksi
postiZe samo pribliZno, a osim toga time nije refeno, da ba¥ nume-
rusi moraju imati teinu 1; veé da se isto tako moZe pretpostaviti u
konkretnom slufaju, da logaritmi imaju tefinu 1, pa u tom sluéaju
- numerusi moraju mijenjatj teZinu.

Ta metoda osniva se na pretpostavci, da su odstupanja relativno
malena i da je suma njihovih kvadrata minimum, a da istodobno
suma samih odstupanja nije jednaka nuli (vidi iduéu totku).

2.6 Schwerdt!":!? ne uzima svaki logaritam opaZanog iznosa kao
optereten kvadratom numerusa veé samim numerusom.

Ako je jednadZba krivulje

Y = f(x) [47]
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a opaZanom (mjerenom) paru podataka (yi, xi) odgovara izjedna-
¢ena vrijednost

Yy = f(x), [48]
onda po metodi najmanjih kvadrata mora biti:
FI=3(Y—y)=Z[f(x)—3] i o]

2 Il = minimum

Medutim, ako _]C prikladnije, da se izjednafenje provede po mo-
dificiranoj Jednadsz

e [Y] =@ [f(3)] (50]

te da se izjednade funkcije opaZanih podataka, onda ée i razlike
{(odstupanja) iznositi

= (Yi)—o(y) [51]
Od izjednadenja se traZi da bude
¥ =
Tl=0 J [52]
2 Il = minimum

F1=0 J 53]

2 1t = minimum,

jer ako je xspunJen posljednji uvjet, nije ujedno ispunjen i prvi
uvjet, kako je ved i pri _]e spomenuto.

Iz izraza
, =Y —y . [54]
izlazi
Y=y+1] _ [55]
a funkcija . ’
p(y+ 1) [56]
‘moZe se rastaviti u Taylorov red
POFI=rO)F 11 )b " G) b [57)

Ako iznosi I nisu preveliki, dovoljna su prva dva élana, pa prema
tome:

@(y+l)—99(y)—q9(1’)-¢(y)—l fp(y)—l (58]
odnosno

[59]
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Ako je

1
v (p)=logy,—>¢'(y)=—loge, [60]
pa je u tom sluéaju
; 1
l_l-y-logg (61]
. log e " ; . .\
(iznos - | moZe se kao konstantni faktor ispustiti).
Ako je nadalje .
- Y = f(x) = axb, [62]
onda je '
p(Y)=1logY =loga+ blogx [63]
Prvi uvjet izjednadenja zahtijeva, da bude
2l=0
2I=Z2yi
= ¥y (log Y —log y) [64]
= Yy(loga+blogx—logy) =20
aiz toga izlazi:
logaXy+bXZylogx= 2 ylogy, - [65]
a to je prva normalna jednadba, koja bi se dobila iz uvjeta
2 y 24 = minimum, [66]

t j. i1z uvjéta logaritamskog izjednafenja uz pretpostavku, da j.e
svaki logaritam optereéen iznosom njegova numerusa. Druga nor-
malna jednadZba glasila bi

loga 3 ylogx+ b Xylogxlogx = Zylogylogx  [67]

pa bi trebalo da se iz tih dviju jednadibi izralunaju iznosi para-
metara a1 b. Rezultati takva izjednaenja zadovoljavali bi priblizno
dobro uvijet, da je suma izjednatenih vrijednosti jednaka sumi opa-
Zanih vrijednosti.

" Medutim na taj na¥in nije udovoljeno uvjetu
Z Il = minimum, i [68]
jer iz tog uvjeta izlazi:
2l = 2[y(loga-+ blog x— log )] = minimum, [69]
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Sto dovodi do ovih normalnih jednad¥aba:
logaXy® + b3 ylogx= Zy2logy [70]
loga X y*logx + b 2 32 log x log x = = 32 log y log x,

a to su normalne jednadzbe, koje bi se dobile iz uvjeta
2 * 21 = minimum, : (71]

t. j. iz uvjeta logaritamskog izjednalenja uz pretpostavku, da je
svaki logaritam optereéen iznosom kvadrata njegova numerusa, kako
je to predloZeno od Worthinga i Geffnera. No iz ovih jednad¥aba
je vidljivo, da nije udovoljeno uvjetu

Zl=0 | [72]

pa se od ovakva izjednadenja ne mo#e olekivati, da ée-suma iz-
jednaenih iznosa biti jednaka sumi opaZanih iznosa. Nepovoljni
utjecaj pomanjkanja aditivhe konstante kod jednadZbe

Y=axb [73]

dolazi do izraZaja i kod upotrebe Iogaritams‘kog oblika njezina.
Izjednalenje' originalnih iznosa po funkciji Y-== @ x?, uz pri-
mjenu Taylorova reda s aproksimacijama i dopunjcima, kako je
to opisano u tocki 2.1, izvrfeno je takoder na temelju pretpostavke

2 Il = minimum, [74]
a da istodobno nije udovoljeno i uvjetu
2I=0 [75]

Prema tome posljednje dvije normalne jednadibe s y®-iznosima
kdo tefinama bile bi analogne nadinu opisanom u toki 2.1. Pret-
posljednje dvije normalne jednad?be izvedene iz uvjeta 31 =0
mmaju takoder analogon u istom smislu. Te jednadibe mogu se
shvatiti kao nulti i prvi momenat ponderiranih ordinata s obzirom
na ordinatnu os (suma momenata opa¥anih iznosa = suma mome-
nata izjednadenih iznosa). Vidi o tome Ritz-Baur? str. 90 (izjedna-
¢enje po metodi momenata). Analogne jednadfbe — po metodi
jednakih momenata, — a za originalne podatke glasile bi:

Taxt=3y, Zaxt.x=ZTyx [76]
kojih bi se upotrebom postiglo
) >1=0, [77]
ali ne bi bilo udovoljeno uvjetu
. 2 Il = minimum.* (78]

¥ Upotreba tog nalina nije ba¥ jednostavna, jer postoje telkoée kod rjela-
vanja jednadiaba.
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Schwerdt uzima uvjet 2 = 0. Iz jednadzbe

. Zylogyﬁloga2y+b2ylogx [(79]
odnosno ‘
2yl ' + Zylo
o8y __ 4. ylogx
Ty =loga —|— b T " [80]

zakljutuje; da pravac u log-log koordinatnom sistemu mora da
prolazi totkom .

. Zylogy _Zylogx S
Yo— .Z'y N xn-——Ty*-. [81]

Od svih moguéih pravaca, koji prolaze tom tockom i prema tome
zadovoljavaju prednju jednadZbu, odabira Schwerdt onaj pravac,
kod kojeg je suma kvadrata razlika = minimum. Postupak je ra-
tunsko-grafi¢ki po Mehmkeovoj metodi (vidi Schwerdt!? str. 83)
te kod nesto veéeg broja opafanja mora biti neekonomican.

3. DALJA MOGUCA RJESENJA

3.1 Ako su razlike izmedu opaZanih iznosa i sredine (odnosno
linije izjednadenja) malene, to se kod Taylorova reda

p(Y)=¢ -+
U e e T T

uzima samo prva dva ¢lana reda, a ostali se ¢lanovi mogu zanema-
riti. Ta pretpostavka, iskoriitena u prethodnoj totki (Schwerdt), ne.
mote se vi¥e dopustiti, ako je disperzija znaajna, a to je redovito
slutaj. Radi toga bolje je umjesto drugog lana odmah pisati ostatak
u Lagrangeovu obliku. ’ 2T

p(Y)=9¢(y+1)
=o(y)+o¢'(y+ 010 [83]

Y il

aodatlé
l=o(Y)—e(y)
=l.¢'(y+ 0L [Sﬁ]

1

b= ool
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Ako je

¢ (y) =logy [85]
I=2y+ 0Ol =1i.y [86]
gdje je
0<e<1 : [87]
odnosno y + 61 je neki ys, koji je veéi od y, a manjiod Y, t. j.
Y<p<Y [88]
Kod aritmeti¢ke sredine
TlI=2(Y—y)=3Y—Z2y=0
2y

FY=Zy=nY—->Y = "
Zl=22.ys=2(logY —logy)}.ys [89]
= ylogY - Zyslogy=20

Zyslogy =2y log ¥
Zyslogy

=log¥Y Zys—~logY = 5

t j. ako se izratuna sloZena aritmeticka sredina logaritama nekog
kolektiva y;, ,,...9s, i to tako, da se svakom logaritmu pridijeli
kao te¥ina neki iznos ys, koji je veéi od y, a manji od

2y

ta slofena sredina logaritama dat ée logaritam aritmetitke sredine
Y, dok bi obifna sredina logaritama bez tefine dala logaritam
geometrijske sredine .

Iz izraza - _ e ,
=12y co [91]
izlazi
Y= l -
ST
B Y—y [92]
" logY—logy’
odnosno
Y—y
e .logy
sy logY—logy :
IOO Y= Y—-y ’ [93]

> =y
log Y —logy
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a kako se iznos aritmetitke sredine Y tek trafi, to u desnoj strani
jednad¥be treba mjesto ¥ uvrstiti kao aproksimativnu vrijednost
n = geometrijska sredina '

=
(1ogn=%l). 194]

Na taj nadin dobivena slofena sredina moZe se uzeti kao slijedeéa
aproksimacija aritmeti¢ke sredine. Ponavljanjem postupka dolazi
se do tofnog iznosa ¥ .*~

Kako je

to se za ys mo¥e naéi i neka aproksimativna vrijednost, na pr. arit-
meti¢ka ili geometrijska sredina izmedu y i Y

Y
ys:L;;‘_: ys=Vy-Y [96]

Aritmetitka sredina je neprikladna, dok je geometrijska sredina
veé prikladnija, jer uvrsti li se u jednad#bu slofene sredine

y=Vy-Y, ' 971
izlazi
‘ 10gy___£1;‘_1;gl
: o _ (98]
__ZVy-Ylogy z]/Y Z]/ylo_gyz ZYylogy
ZYyY VY XYy ZVy {

Ako se dakle slo¥ena sredina logaritama nekog kolektiva izrafuna
tako, da se svakom logaritmu dodijeli teZina drugog korijena iz
njegova numerusa, dobit ée se logaritam, &iji ¢e numerus priblizno
biti jednak aritmetitkoj sredini originalnih podataka.

Na pr. zadan je kolektiv x;, o, ... X2 = 2, 4, 6, 8, 12, 14, 16, 18;
n = 8 aritmeticka srédina 4 = 10, log 4 = 1. Ako je uvjet, da se
sredina A mora izrafunati iz podataka, koji se sastoje od logari-
tama gornjih brojeva, to ée obi¢na sredina logaritama dati loga-
ritam geometrijske sredine. Upotrebom teina i formule sloZene
sredine logaritama dobit e se iznos, &ji ée antilogaritam biti vie
ili manje bliz aritmetitkoj sredini. Vidi tabelu 1.

c

* Taj postupak kod aritmetitke sredine nema dakako smisla, ali dobiva svoj
smisao kod krivulje, odnosno plohe izjednatenja.
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Tabela 1

'red. br. teZina hl Ar—A
d. no. ight log Ar— =P 08% | 4 ~Ar—4
or - we;}gz og Ar > r 6, ——+ 100
T . 0,908 6291 8,10269 . — 18,97%
2 V> -1,004 9158 10,11383 + L1400
3 x 1,072 0090 11,50345 + 18,03%
4 pr: 1,145 8216 13,99310 + 39,90%
5 |——Ad—x _ 1,000 0000 10,00000 + 0,00%
log A —logx
6 A —x 1,002 8814 10,06657 + 067%
log A; —logx )
7 _dg—x 0,999 9087 9,99790 —0,021%
log As—log x ) .

Iz tih podataka vidi se, da u“konkretnom slufaju upotreba tefine
p =1 (geometrijska sredina) daje procjenu aritmetitke sredine za
18,57%/¢ prenisko. Naprotiv, upotreba tefine p = x daje procjenu za
18,03%/o (dakle priblifno za isto toliko) previsoko, dok upotreba
izraza Vx kao tefine daje sasvim upotrebljiv rezultat. Kod kolektiva
sa zvonolikom_distribucijom bile bi te grije$ke manje i kod upo-
trebe izraza Vx kao tefine praktitki beznalajne.

Pod rednim brojem 6 i 7 upotrebljena je fefina-

_t_ A== -
b= "~ logA—logx’
gdje je umjesto aritmetitke sredine A uzeta kao aproksimacija geo-

metrijska sredina A,.-Rezultat 4 je pogrefan samo za -+ 0,67%,
a iduéa aproksimacija. je 4, za — 0,021%,. -

[99]

3.2 Postupci izvedeni u totki 3.1. mogu se sada primijeniti-na
funkciju i

logY =loga+ b 10};-x_ . .. [100]
(odnosno na funkciju sa 2 varijable :
log ¥ = log a + &log %, + clog x,), [101]

gdje i dobivaju svoj puni smisao. Ovdje se, medutim, mora izabrati _
ili uvjet o R
.2l=0 . .. [102]
ili pak uvjet

- _ 2ll = minimum, . o [103]
* jer obadva istodobno nije moguée postiéi. -
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3.2.1 : Y—y

—_—r  Fl=
IogY—Iogy =0 _ (104]
Sl=X0.ys -
=X y;(log Y —log ») [105]
= 2 ys(loga -+ blogx—logy) = 0.
logaZys + b2 yslogxe = Zyslogy . [106]

Ovaj izraz ima oblik prve normalne jednadbe, koja bi se dobila iz
uvjeta . :
Z ys A2 = minimum, [107]

t. j. po postupku logaritamskog izjednaéenja'po metodi najmanjih
kvadrata, ako je svaki logaritam optereten teZinom u jznosu ys.
Druga normalna jednad?ba po istom uvjetu (Z' ys Al = mmlmum)
glasila bi

loga 2 yslog x + beslogongx—— Zyslogylogx [108]

Buduéi da se izjednalene ordinate (Y) tek traZe, to je za izraluna-
vanje iznosa ys potrebno upotrebiti aproksimativne vrijednosti.
Kao aproksimativoe vrijednosti za ¥ mogu se upotrebiti rezultati
grafickog izjednadenja ili rezulfati kakva obifnog ralunskog na-
¢ina, ‘a takoder i rezultat obi¢nog logaritamskog izjednadenja..S
dobijenim iznosima treba postupiti kao s idufom aproksimacijom
za Y kod raCunanja vrijednosti ys. Postupak treba ponavljati, dok
se ne dobiju rezultati, koji bi mogli zadovoljiti, t. j. dok razlike u

iznosima parametara dvaju uzastopnih postupaka ne postanu bezna- .

tajni. -
3.2.2 ] ' - : s
==Y S minimam [109]
logY—logy’ . . : .
dovodi do normalnih jednad?aba
logaXy?: ° +b2y%hlogx | = Z'.st.logy } [110]
loga X y%logx+ b3y logxlogx = 3y log ylog, |-

koje imaju oblik normalnih jednadaba dobivenih uz uvjet
2 3% 1A = minimum. [111]

Ovaj natin, kod kojeg treba postupiti analogno kao u 3.2.1, loga-
ritamski je oblik nadina 2.1. te se &ini, da bi kod dovoljnog broja
ponavljanja oba nalina morala dati identiénj rezultat. Medutim se
ipak ne doblva]u isti iznosi parametara. Uzrok je tomu taj, $to je
u nadinu 3.2.2. i skala za x logaritamska, t. j. u normalnim jed-
nadzbama dolazi iznos log x, a ne x. Radi toga vrljednosn para-
metra konvergiraju (ponavljan_]em postupka) prema ne$to razliditim
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iznosima, no razlike nijesu velike. Sto se ti¢e samo konvergencije
ili — drugim rijetima — potrebnog broja ponavljanja postupka za
istu tocnost parametra, ¢ini se, da je ona podjednaka u oba naéina,
samo je nafin 3.2.2. moZda nesto ekonomiéniji.

3.2.3
yo=VY-y, Zl=0 (112]

3.24 '

' yo=VY -y, 2l = minimum (113]

su dva pribliZna nadina sli¢na naéinima 3.2.1 1 3.2.2.

3.2.5 Izjednalenje se moZe provesti uz pomoé¢ jednadibe

log Y =loga + blogx [114]
i metodom momenata, tako da bude udovoljeno uvjetu
) Zl=0 - (115]
Ako je )
Xy
Yo—= ‘JTZ [116]

aritmeti¢ka sredina svih y-iznosa odnosno ordinata teZifta ukupnog
kolektiva mjerenih (opaZanih) iznosa, onda je

SLy=3(Yy,—y)=0, [117]

a to je ujedno suma nultih momenata ordinata, ako apscisnu os za-
mislimo kao prebafenu — translatiranu — u teZiste. U tom bi slufaju
Ly bila nova ordinata opaZanog iznosa, a Ly pripadna ordinata kri-
vulje izjednatenja. Kako je po metodi momenata potrebno, da suma
nultih momenata opaZanih iznosa bude jednaka sumi nultih mo-
menata izjednatenih iznosa, zatim da suma prvih momenata opa-
Zanih iznosa bude jednaka sumi prvih momenata izjednadenih
iznosa i t. d. (prema broju parametara u jednadbi), to mora biti i

Tly=2(Y,—Y)=0. [118]
No kako je
l=Ly“'LY, [119]
to mora biti 1 ’
FSl=2L,—2Ly=0. {120}
Uzme li se analogno prija¥njim slufajevima
_ Ly
o o 121
Yo——y Y()'_ Y _ LY [ ]

~ logYo—log y glog Yo—logY Ay
20



i dalje:

ZLy=3y 4y =Ty log Yy —logy) =20
- XLy =y Ay =2y {logY,—logY)

=Xy (logY,—loga—blogx}) =0 [122]
X ys(log Y, —logy) = T ys(log Yy—loga—blogx) =0
izlazi:’

logaXys+ b2y logx= Zyslogy [123]
Analogno izlazi iz sume prvih momenata: '
logaZ yslogx + 53 yslogxlogx = Zyslog ylogx  [124]
a te iste jednad¥be dobili bismo i iz uvjetas -
2 ys Ad = minimum, [125]

kod %ega bi se za ys uzeo dakako izraz
Yo —y
= 6]
Ys " log Yo— log y [126]

3.2.6 Za ys moZe se pribliZno uzéti

- ¥s=VYo Y, [127]

$to takoder pribliZzno odgovara uvjetu _
2l=0 [128]

i izjednafenje po metodi momenata. Ovdje se, medutim, ]/?0 kao
konstanta mo¥e izbaciti iz tefine, tako da se kao teZina dobije V'y.

Prema tome, ako se provede logaritamsko iz jednaéenje po metodi
najmanjih kvadrata, a uz upotrebu funkcije

log Y = loga + blog x, . [129]

tako da se svakom logaritmu opafanog iznosa dade teZina u iznosu
drugog korijena iz njegova numerusa, dobit ¢e se pribliZno rezultat
analogan izjednalenju numerusa po metodi jednakih momenata.

3.3 Za ilustraciju svih tih nafina neka poslufi najprije jedan
jednostavan primjer (Schwerdt!!)

x=| 10 1,6 2,5 [ 8 | 10 Zx= 291

[130]
y= 2,5 5,0 10 45 90 ‘ 140 Zy=12925

Rezultati iskazani su u tabeli 2.
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4, IZJEDNACENJA DRVNOGROMADNIH TABLICA

Izjednalenje mo¥c se ‘dakle izvesti na vi$e nalina. Izbor nadina
zavisi o ekonomi¢nosti, o strukturi materijala, koji se izjednaduje
1 o cilju, radi kejeg se izjednalenje vrdi. '

4.1 Postupak po metodi najmanjih kvadrata ekonomidan je tek
uz upotrebu madina za raunanje. Ako je, medutim, materijal, koji
treba obraditi, dosta velik (a kod drvnogromadnih tablica je to po-
trebno, jer tofnost tablica zavisi o velilini uzorka), onda ¢e unatoé
masinskom ra¢unanju® biti potrebno izabrati metodu, kod koje ne
treba ratun ponavljati nekoliko puta, Dakle metode s aproksima-
cijama bile bi neekonemitne.

4.2 Struktura materijala zavisi o distribuciji iznosa argumenata,
o distribuciji opaZanih iznosa funkcije oko linije izjednalenja i o
varijanci tth iznosa funkcije. Obitno je najpovoljnija konstantna
(pravokutna) distribucija argumenata, t. j. svakom argumentu (ili
svakom paru argumenata) odgovara jednaki broj opaZanih iznosa
funkcije. Tako na pr. »uputstva za sastav drvnogromadnih tablica
njemackih Sumskoe-pokusnih postaja« u § 8 zahtijevaju, da modelna
stabla budu »po moguénosti s jednakom razdiobom na visine i sta-
rosti«!%. To. je medutim vrlo tefko postiéi i redovito materijal, a
narocito, ako je velik, poprima distribuciju populacije, iz koje je
izvaden, a ta je zvonolika i redovito asimetri¢na. :

Pogodna je simetriéna i barem pribliZno normalna distribucija
opaZanih iznosa funkeije oko linije izjednadenja.

Povoljna je malena varijanca tih opaZanih iznosa. Povoljno je
nadalje, da je ta varijanca konstantna za svaki iznos argumenata,
a ako vel nije konstantna da je u jednostavnoj (ne kompliciranoj)
zavisnosti od iznosa argumenata.

4.3 ‘Cilj, zbog kojeg se vrii izjednalenje, takoder ima utjecaja
na izbor nacina. Kod drvnogromadnih tablica cilj je izjednalenja,
da se pronadu srednje vrijednosti, koje ¢e onda kod prakti¢ne pri-
mjene sluZiti kao procjena drvne mase za dani prsni promjer i vi-
sinu. Kod toga se ne tra¥i samo najvjerojatnija procjena ukupne
drvne mase sviju stabala jedne sastojine, koja bi bila bar pribliZno
iste strukture kao i materijal, iz kojeg su sastavljene tablice, ve¢ se
traZi i najvjerojatnija procjena i za pojedine skupine stabala jednog
debljinskog stepena ili razreda. R :

" 4.4 Kao primjer za demonstraciju uzima se izvadak iz materijala
za sastav drvnogromadnih tablica za bukvu iz Moslavatke gore™,
i to uglavnom materijal prsnog promjera & = 14 cm.

* Kod toga se imaju na umu obifne mafine za ralunanje rufne ili motorne,
a ne moderni automati, koji rade sa perforiranim karticama ili trakama papira.
© ¥ Taj materijal potjefe iz bukovih Suma Moslavaike gore s podrutja biviih
poduzeéa Na$itke i Nihaga, gdje se prema ugovoru o prodaji mase na panju
vriila procjena pomoéu primjernih stabala. Stabla su obarana’ i mjerena sekcio-
niranjem. Izbor primjernih stabala vriio se na razlidite nadine, razliditi 1judi su
rukovodili mjerenjem i t. d., tako da pouzdanost-tih podataka nije bez rezerve
za istraZivatku upotrebu.
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Tabela 2

= g: Z;:;";‘t Udovoljeni uvjeti Opis natina - l
- - * = Ny 3 s
pre ,,g Fulfiled conditions Method of adjustment “ loga b > (log ¥ - log 3| 2tlog ¥ -logs?
=S .
_ . Obino | f
1| p=1 3 A4 = minimum ¢ o;n”:’o;g]“g‘;mkf, ;ﬂf,d,;ﬁfle 0.351 207 1.749 230 281,3842 — 11,1158 — 3,8003% 262.1284 —0.000201 8510639
2 2. aproksimacija 0,828.223 2,070 878 :
3 | Izjednatenje s dopunjcima, & I = minimum. Kao 3. aproksimacija 0,957 888 2,142 348
prva aproksimacija uzeti su rezultati obi¢nog lo- .
4 | garitamskog izjednatenja. 4. aproksimacija 1,124 694 2.090 981
5 Adjustment with suppl ts. 2 1l = mini; As 5. ksimaci; 1,134041 093 11 _ — 0/, 5
the first approximation the results of the common aproxsimacija 2.092 588 288,4125 40875 1,3974% 253243
6 logarithmic adjustment are taken. 6. aproksimacija 1,133 934 2.092 617 288.4037 — 40963 . — 1,4004% 25,3199
7 7. aproksimacija 1,133 901 2,092 629 288.4027 — 40977 — 1.4009% 35,3206
8 = Zles log iz }fd"““-"’la 8 tefinama 0,253 791 1,879 065 293,2331 + 07331 + 0.3506% 68,1900 0.158 212 031395
p=y Ty, 1 minimum Weighted log adjustment. - i - . - ° . - N
> i
9 | p=» 3‘3! ;”_‘j"l'n‘?!:‘:mm 0,095 462 2,050 472 290.2565 — 22435 | —0.7670°% 26,8405 — 0545403 S.133 50
—-— > i :
10 | p=VTy ‘;'5, . minimum . 0,250 109 1,881 956 292.4904 — 0009 | —0,0033% 68.3879 ~ 0170539 o100
1 p=V¥uy 2. aproksimacija " 0,243 715 1.889 132 292,5002 + 00002 | —0.0007% 65.0437 —C.185613 0532513
-y.. - 3 Il co mini '
12 | p=Yiy 352 = minimum " 0,083 755 2,062 241 2895362 — 239638 — 1,0133% 260793 — 0577004 2146502
13| p=Yuy’ 2. aproksimacija " 0,066 846 2,079 976 288,9506 — 35494 — 1.2135% 25,4546 —0.620229 0163939
14| p=Yuy 3. aproksimacija , N 0.066 152 2,080 711 288,931 — 35689 | —1.2201% 25,4406 i
Y-y ? | 3 il oo minimum
15 | P=\1ogT,—logy 3 p 24 = minimum " 0,083 322 2,062 690 289.5180 — 29820 — 1,0195% 36,0557 ]
Yll -y 2 . .. / i
16 | P=\1og¥,,—logy 2. aproksimacija " 0,067 394 2,079'406 288,9658 — 3532 | —1.2183% 25,4642
Y=y ) i 0,066 541 2,080 330 288.9607 — 35313 | —1.2100% 25,4500
p= (log Vio— Tog ¥ 3. aproksimacija " " ’
p= (= )’ 2 Ul oo minimum 0,066 217 2,080 639 288.9306 — 35694 — 1,2203% 25.4917
Tog Y, —logy 2 p A4 = minimum "
p=77 3z ;) % o . 0.316.024 1,804 114 290.2190 — 22810 —0.7798% 1261487 —020 90 G328t
g = minimum
Schwerdt — Mehmke 1,360 000 0,133 539 2,010 000 2913184 — 11816 — 0,4040% 310244 — 0449823 0s4S




Tabela 3

Bukva iz Moslavatke Gore. Broj modelnih stabala. Prsni promjer d = 14 cm,
k = totalna visina u metrima, -m3% = kubatura krupnog drva debljeg od 7 cm,
Visina panja neodredena. -

Beech from Moslavatka Gora. Number of sample trees, dbh = 14 cm, h = lotal
height in meters, m* = total cubic meter content (with minimum diameter 7 cm
0. b.). The stump height.is not defined.

) m 04{05;06 |07 08(09)10]11|12|13)14|15|16|17 18 19|20 Zn
T | 2 2
8 1 1 2
9 2| 4|1 7
10 1| 1| 8 ' 1l 1 7
11 2| 3| a8l 2| 1| 8 1 15
2], {1 2| 4| 50 4| 3| 1| 1 1 _ 22
13 1| 3| 3| 3| 8] 3| 7| 5|1 34
14 8|15|1L|17| 5| 3| 1 - 1 76
15 1| 4|11{16|16[34|168| 9| 5| 3 1 116
16 | 2{12)17|27|32|2111|18 sl 1] 1] 1 147
17 2| 6|14|28|23|16|11 (18] 9| 1 123
18 1] 6| 6] 7|2s(27|30|23( 2| 6| 2| 1 134
19 1| 2| 1]|11|13|20|29|13| 5| 2 1] 98,
20 2| 2| 9|18i13} 9| 9 2 64
21 5| 2| 2y 7| 7| 7| 3| 3 36
22 | 1 1| 2| 8| 4] 5] 1] 2} 1| 19
23 2 3|1 1| 7
24 1|2 il 1| 5
25 | . 1 1] e
26. ' 1 1
27
28 11 1
Zn | 2| 4| 9(13]28|61|83|101[156 11&;}'10}115I 54|36|13|10] 5| 918




Obiéno logaritamsko izjednadenje daje jednad¥bu

log p = —2,050732 + 0935621 logh  [131]

4 = masa krupnog drva stabla (m?)
f = totalna visina (metara)
(prsni promjer d = 14 cm)

Pomoéu Fisherovog F — testa (Fisher4, Linder!%) —isprobana je hi-
poteza linearnosti, t. j. da li je statisti¢ki dopudteno izjednatenje
podataka po linearnoj jednadZbi

logu=loga+ blogh {132]

Ako se podaci sloZe tako, da svi opaZani iznosi iste visine sadi-
njavaju jednu skupinu, onda analiza varijance pokazuje ovo:

Tabela 4
Stupnjevi
Uzrok varijacije Suma kvadrata slobode Varijanca
Source of Uariation Sums of Squares| Degrees of Mean variance
Freedom
regresiont pravac .
) , 4,632 691 1 —
Linear regression .
oko pravca
L . 0,170 099 19 ' 0,008 953
Deviations from linear : )
regression
izmedu skupine .
4,802 790 20 —
Between arrays
unutar skupina - -
. 4,501 273 897 0,005 018
Residual within arrays -
Ukupno
,304 063 917 —
Total ?
0,008 953
Fee ——— =% —17841
0,005 018

Buduéi da je n, = 19; n, = 897, interpolacijom je iz tabela (Linder!
str. 141) dobijeno za P = 0,05 .

F=13878 a to je >.1,7841.
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] g Natin izjednadenja - o Y-y
8% Method of adjustment a log a 4 =Y == Xy el BE USRSt
[-4S]
i Obitno logaritamsko izjcdnagenje
Common logarithmic adjnstment —2,050732 0935 621 14171513 | — 1,408 487 —1.219% 0.361 760
2 log. i:jednm‘.enJie s kvadratom numerusa kao tefinom - . .
Lagarithmic adsustment using as weight the square of mumerns — 1.862 152 0,799 854 19989185 |+ 4409185 + 3815% 0350 £41
log. izjednadenje s numerusom ordinate kao tefinom. ;
3 | Locarithmic adsustmont using as weight the mumerus of the ordinate —1.930877 0,847 073 170644290 | 41484420 |+ 1.284% 361333
log. izjednadenje s drugim korijenom numerusa ordinate kao teinom. ! ' .
4 Loganthmic adjustment using as weight the square root of the numerus of the ordinate — 1998010 0.897 213 115589 3“,’ + 0,009 366 + 0.008% 0358 861
Izjednatenje pomotu dopunjka. Kao prva aproksimacija uzeto je obi¥no logaritamske izjednalenje ' )
5 Adjustment by means of suppl ts. The logarithmic adjustment is tahen as the first approximation 0,010 416 0,830 074 114,167 528! — L4242 — 1223 8.381 823
i |
6 3. aproksimacija 0,010511 — 1,978 352 0.881 238 115.594.968] + 0.014968 + 0.013% 0355 7636
|
7 4, — 1,978 339 0.881 216 115,590 925! + 0010928 + 0.009% 0I58 7642 |
R
8 5, — 1,978 3395 0.881 216 115,590 965} + 0.010 965 -+ 0,009 £.358 7636
9 6. — 1,978 3388 C,881 2156 115,590 9lj < 9,010 915 -+ 0,009% 0.358 7634
Logaritamsko izjednatenje sa ——., - kao tefinom — 1.989 182 17 115.584 536 4. 0.004 53 + 92, 358 792
10 Logarithmic adjustment using vy as weight 8 08900 15584538 o ¢ 0004% e
Logaritamsko izjednalenje sa /== - kao telinom —1.989 789 0,890 510 + 0,007 757 -+ 0,007*" 0355 §52
1 Logarithmic adjustment using Vy-Y, as woight " - * et
Logaritamsko izjednalenje sa . kao tefinem — 1,939 418 0,854
12 Logarithmic adjustment using ¥ as weight ' 854028
Logaritanrsko izjednalenjec sa . kao tefinom . — 1939972 0,854 479
13 Logarithmic adjustment using ¥ Y as waight , ) 8
14 Obitno logaritamsko izjednatenje s Meyerovom korekturom + 0,169 363 + 0.147%%
Commeon logarithmic adjustment with Meyer's correction
Obitno log. izjednalenje s Meyerovom korekturom uz uvjet: = = f (log & + 0027726 + 0224%
15 Common §og adjustment with Meyer's correction and condition: Olog y = Tlog m. 4 'f( g k)
16 log izjednatenje za #* kao tefinom — 2,013 9% 0.905 712
log adjust. using h® as weight )
17 log izjednadenje za A® kao tetinom s Meycrovom korekturom uz uvjet: Olox g = Oton m; B g Clogm, b=y + 0.044 862 + 0035

log adjust. using I* as weight, with Meyer's correction and condition:
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Al

Dakle pretpostavka linearne korelacije statisticki je dopustena, jer
_se varijanca oko pravca i varijanca unutar skupina ne razlikuju
signifikantno.

4.5 TJ tabeli 5 doneseni su rezultati razligitih nalina izjednalenja.
Za logaritamski na¥in govore razlozi ekonomilnosti, jer nema apro-
ksimacija — dakle nema ponavljanja ratuna. Osim toga ima i drugih
razloga u prilog tom nacinu.

Kod odredenog promjera i odredene visine opaZani podaci drvne
mase distribuirani su neéto asimetritki, dok je distribucija njihovih
logaritama veé neto simetri¢nija (vidi grafikon 1). '

Toey abala

\ Gra/z‘!:on 1 .

=ik em., hetbm
Nz wé

detbem, hrizm
Ntz

Ne v23
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Za izjednativanje povoljan je slutaj, ako opaZani podaci imaju
jednaku tefinu. Kako je tefina proporcionalna recipro¢noj vrijed-
nosti kvadrata standardne devijacije, dakle recipro¢noj vrijednosti
varijance,.to bi, da budu jednake tefine, i varijance morale biti
jednake. Iz tabele 6 vidi se, da je varijanca opazanih iznosa funkeije
za razlitite visine istog promjera d =14 cm nekako podjednaka,
Varijanca logaritama tih iznosa neito pada s rastenjem visine.
Prema tome povoljnije bi u ovom sluaju bilo izjednalivanje samih
iznosa, t. j. numerusa, a ne njihovih logaritama. Ali ako se ne pro-
matra izolirano samo ‘materijal s prsnim promjerom d = 14 cm,
veé u vezi s ostalim materijalom razlifitih prsnih promjera, mofe
se vidjeti, da varijanca logaritama varira u podnosljivim granicama,
dok je varijanca numerusa kod velikih prsnih promjera 100 do 200
puta veca nego kod malih promjera. U tabeli 7 iznesen; su podaci’
za neke prsne promjere i visine s pripadnim varijancama za bukvu
Moslavatke gore. Dakle i taj momenat uputuje na izjednalivanje
pomodu Jogaritama.

Tabela 6
d =14 cm,

h - n N S g m

9 7 0,000 048 0,002 633
10 7 0,000 948 0,023 467
11 15 0,000 435 0,010 507
12 22 0,000474 ° 0,010 357
13 34 0,000 437 0,008 745
14 76 0,000 360 0,005 540
15 116 0,000 381 0,005 426
16 147 0,000 432. 0,005 440
17 123 0,000 414 0,005 204
18 134 0,000 404 0,004 680
19 98 0,000 315 0,003 111
20 64 6,000 282 0,002 459
21 36 0,000 408 0,003 637
22 19 0,000 336 0,002 378
23 7 0,000 414 0,002 800
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d h n ‘ @y logm

14 16 147 | 0,000432 0,005 440
25 24 153 0,004 300 0,002 449
35 27 130 0,016 746 0,001 870
45 30 107 0,060 805 0,001 890
55 31 98 0,123 609 : 0,001 622
65 33 62 0,400 850 0,002 373
75 36 13 0,643 141 " 0,001835
78 37 | .7 1,146 001 0,603 593
78 38 7 0,743 283 . 0,001 682
79 36 20 0,921 337 0,002 084
79 38 24 1,101 515 0,002 200

4.6 Obikni logaritamski nalin daje, medutim, nesto preniske re-
zultate i donekle pogre$an nagib (iznos parametra b). Signifikantnost
te pogretke zavisi o broju modelnih stabala te se kod malog broja
stabala moZe zanemariti unato? njezinu karakteru sistematske gri-
jeske. Obi¢no logaritamsko izjednalenje 918 stabala daje rezultat:

log it = — 2,050 732 + 0,935 621 log & [133]

Standardna grijeska iznosi
> — 2 :
Clog m, logs = ]/ (log i ;Qg m) — 0071 954.
Postotna pogreska samog volumena iznosi (Meyer, H. A 1)
om (%lo) = 230,26 - Gtogm=16,565 "/, .
Ukupna postotna pogrefka procjene 918 stabala iznosila bi

g
TJT[ = 0,5f67 %0,
a to je ujedno najveééa moguca to¢nost procjene, koja bi se takvim
tablicama dala postici®.

* Standardna grijeSka u iznosu o1z, = 0,071 954 znadi da bi cca ¥ loga-

ritama opaZanih iznosa trebalo da padne izmedu granica log g £ 0,071 954. To
bi i bilo tako {ukolike se prihvati hipoteza normalnosti distribucije, $to odgovara
stvarnosti samo pribliZno, kako je veé spomenuto), kad bi parametri 2t 5, a
takoder i standardna grijetka, bili pravi parametri populacije. Oni, medutim,
nisu pravi parametri, veé procjene tzralunate iz uzorka veli¢ine 918 stabala, pa
su prema tome opterefeni grijeSkom uzroka (sampling error). Radi toga nije
uputno olekivati manju standardnu grijetku od 0,55%, ako bi se pomoéu takvih
tablica kubicirao i veél broj stabala od 918.

7 GLASNIK . 97



Ako se kao granice signifikantnosti uzmu + 1,96 ¢ (P == 0,05),
to bi iznos 1,96 om = 1,072% bio otprilike iste veli¢ine kao i iznos
— 1,219%, za koliko je obiénim logaritamskim izjednadenjima
dobijen preniski rezultat. Prema tome kod izrade tabele za manje
od cca 500 modelnih stabala, mogla bi se zanemariti ¢injenica, da
obi¢no logaritamsko izjednalenje daje preniske rezultate.

4.7 Kako taj preniski rezultat ima karakter sistematske grijeske,
a iznos owg m se i onako ratuna, to je uputno, a kod veéeg broja
modelnih stabala i potrebno upotrebiti Meyerovu korekturu. Ko-
rekcioni faktor u naSem primjeru iznosi

2 5 gz
f: 101,151 293 alog m— 100,033 951 — 1,01382 . [134]

Prema tome podatke tablica trebalo bi poveéati za 1,382%, pa bi
procjena ukupne mase 918 stabala iznosila (vidi tabelu 5 red. br.
1114)

114,171 513 . 1,013 82 = 115,749 363 m?3

¢ime bi se dobio za -+ 0,147%0 previsoki rezultat.

4.8 Ako je broj modela velik, potrebno je uzeti u obzir i razlidite
iznose varijance za razliite vrijednosti argumenata. Iz tabele 6
vidi se, da 1znos %z » pada s rastenjem visine. Izjednaéi li se taj
odnos pemoéu jednadibe

afogm.= loga+-Alogh, [135]
izlazi
i ==0,035 555 — 0,024 983 log i* [136]

log m

Uz upotrebu Meyerovog korekcionog faktora s tako dobivenom
varijancom jednadzba izjednatenja bila bi

logM=1log A Blogh
log A=loga--k-loga=—2,009 798
B=b+1-p =-0,906 858
E=4in10 = 1,151 293
log M==—2,009 798 40,906 8581logh.

Ukupna procjena mase 918 stabala po ovoj formuli dala bi iznos
za + 0,024%o previsoko (vidi tabelu 5, red. br. 15).

E

* u tabelt 6 i 7 iskazane su varijance s obzirom na sredinu iznosa pripadnih
dotinom iznosu % (odnosne d i &), a ne s obzirom na izjednaZenu vrijednost
obi¢nog log. izjednafenja. Osim toga wzete su u obzir samo skupine s vife od
7 podataka: Prema tome gornja jednadiba ne odgovara potpuno pretpostavci,
ali joj sé priblifuje. .
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4.9 Izjednalivanje varijance opisano u prethodnoj tocki posao
je gotovo isto toliko opse¥an kao i samo izjednativanje tabela. Radi
toga dobro je u konkretnom slu¢aju pokusati pronaéi pribliZne rje-
tenje. Kod bukve iz Moslavatke gore varijanca drvne mase mijenja
se sa prsnim promjerom i visinom. Prsni promjer utjece vrlo malo,
tako da se pribliZno moZe uzeti da je varijanca zavisna samo od

{1500 4
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i ]l
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2T 1
T i
It
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T ra
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Ho ! ¥
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{00 T v/ HH
L - dsthem. gos slabala T
do 0 i = s 35 em - g5y stabala [T
'I‘lI ,ﬁ’ d 55 em - 773 slabala 1T
. - f . d-;;cm . 88 tlabala 1008
» ﬂlf — linga nagibe fae2 H
;‘7 - T
Z Grafikon 2 I
4o
3a /5
70 5 20 25 30 . 35 42 7

visine. Nanesu li se na log-log-papir iznosi reciproéne vrijednosti
varijance logaritama (1/6%0¢ m) kao funkcija visine, i to za razlitite
prsne promjere od d = 14 cm do d = 75 cm, dobit e se sistem
todaka (odnosno sistem pollgona ako se spoje tocke prlpadne istom
prsnom promjeru), koji se moZe odoka, pribliZno doduse, ali sasvim
dobro izjednatiti pravcem s nagibom tga = 2 (grafikon 2).
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Prema tome funkcija Vbi bila oblika:

log e =logC+2logh, [138]
log m
odnosno
1 o
5 =0C.-n. {139]
log m

Recipro¢na vrijednost varijance proporcionalna je s tefinom, pa se
prema tome ta linjenica moZe sada upotrebiti kod samog izjedna-
Cenja tabela tako, da se uzme /22 kao tefina.

Normalne jednadzbe glasile bi
loga 2 k? + b2 htlogh =2 htlogm

loga 2 iflogh+ b 2 h*log hlog IL;E k*logmlogh, (140]
a jednadZba krivulje iz.j:;.dnaéenja
log u = —2,0139% + 0,905 712 . log A. [141]
Standardna’ grijetka jedinice tefine (A2 = 1)
Ologm, (h=1) = ] =La (IO%L:ZIOg m) =1/133T’-373
a standardna grijeska kod visine A
2
Uz upotrebu Meyerove korekture .
 M=p-fe=a- k- 10" g m ~ [142]
log M = — 2,013 996 + 0,905 712 logh + I,‘Slv 293 .1,333 637 --]%:,:
' [143]

Po ovoj formuli izralunana ukupna masa 918 stabala iznosila bi
115,624 862 m?, Sto je za 0,039%0 previsoko (vidi tabelu 5 red.
br. 16). )

4,10 Drugi priblifni nain bio bi upotreba }m kao te¥ine. Na-
nese li se opet na log-log-papir iznos reciproéne varijance (1/6%og m)
kao' funkcija sredina opa#anih iznosa za dani d i A (grafikon 3),
" pravac s nagibom 1/2 prolazi sredinom sistema tako nanesenih to-
¢aka za male prsne promjere do cca d = 30-35 cm.
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Prema tome funkcija bi pribli#no imala oblik-

log =log C-+ % log m , T [144]

log m

t. j. trebalo bi analogne kao u tolki 4.9. uzeti kao te¥inu Vm veé

kod samog izjednatenja volumena. Taj nalin, medutim, odgovara

i uvjetima spomenutim u totki 3.2.6., te daje i bez korekture rela~

Evn‘f) dobar rezultat (za -+ 0,008% previsoko — vidi tabelu 5 red.
r. 4). )
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Upotreba teZine Vm prema tome prikladna je za izjednatenje
drvnogromadnih tablica, narotito ako se radi o mladim i srednje-
dobnim sastojinama, t. j. ako je maksimalni prsni promjer d = 30-
35 (pa moZda &ak i 50 cm). -
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5. ZAKLJUGAK

Kod primjene postupka teorije najmanijih kvadrata za izradu
drvnogromadn'h tablica, a uz upotrebu Schumacherovog logaritam-
skog izraza za drvnu masu stabla nailazimo na neke smetnje:

5.1 Izjednaluju se zapravo logaritmi, a ne numerusi, kako bi
zapravo bilo potrebno, t. j. izjednalenje se provedi tako, da je udo-
voljeno uvjetima '

2 (log M —log m) = 0; 2 (log M — log m)® = minimum [145]
a ne uvjetima
2 (M—m)=0; T (M—m)?= minimum. [146]

'5.2 Logaritamsko izjednatenje daje preniske -rezultate, koji
imaju karakter sistematske grijelke tablica. H. A. Meyer rijeSio
Je taj problem pomoéu korekcionih faktora.

5.3 -Cinjeni su pokufaji, da se logaritamsko izjednadenje modi-
ficira tako, da se uz upotrebu tefina pridodanim logaritmima po-
stignu unato¢ logaritamskom izjednalenju uvjeti [146]. No kako
je Schumacherov logaritamski izraz dobiven logaritmiranjem

jednadibe
. M=ga.dv Pk, [147]

dakle jednad’be, koja nema aditivne konstante, to je nemoguée
istodobno postiéi uvjete [146] (ta pojava odrazuje se i na logari-
tamskom obliku jednadZbe); radi toga potrebno je odluditi se samo
za jedan od tih uvjeta, a kako je povoljniji uvjet

oy,

Z(M—m)=0, [148]

to logaritamsko izjednadenje treba modificirati uz upotrebu tefina
tako, da bude udovoljeno tom uvjetu, Prema Schwerdtu!®: 2 trebalo
bi u tom slutaju dodati svakom log m te¥inu njegova numerusa,

t..J- m ili prema ovdje izvedenom prijedlogu Vm (vidi 3.2.6).

1 5.4 Varijanca log m nije konstantna, kako to pretpostavlja H. A.

Meyer, vet se mijenja s promjenom argumenata. Priblifna i za
praktiénu upotrebu prikladna je hipoteza, da je varijanca propor-
cionalna s reciproénom vrijednosti kvadrata visine. (Vidi 4.9 i
grafikon 2), §to se mo¥e iskoristiti tako, da se A% doda kao tefina
logaritmu voluména i na tako provedeno izjednatenje primijeni
Meyerova korektura.

- 5.5 Prikladna je takoder hipoteza, da je varijanca log m pro-

porcionalna s reciproénom vrijednosti Vm (vidi 4.10 i grafikon 3),

Sto je takoder u skladu s prijedlogom iznesenim u stavci 3.2.6. U

1[:om slucaju nije potrebna korektura, jer je ve¢ udovoljeno uvijetu
148].
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5.6 Prema tome mogao bi se stvoriti zakljudak, da je kod upo-
trebe logaritamskog postupka za izradu tabela korismo primijeniti

te¥inu }m, ako se radi o mladim i srednjedobnim sastojinama. Za
olakianje rada mogle bi se izraditi narodite tablice s ulazima m i
s podacima VmiVm.logm.

Kod izrade tablica za deblja stabla povoljnija je upotreba teZine
h? s Meyerovom korekturom.

ON THE ADJUSTMENT BY MEANS OF FUNCTIONS

THAT CAN BE REDUCED TO LINEAR FORMS BY LO-

GARITHMIC TREATMENT WITH SPECIAL REGARD

TO THEIR USE IN THE PREPARATION OF TREE
VOLUME TABLES

1. INTRODUCTION

When applying the least squares treatment, it is necessary to have linear
functions because of parameters. If the function is not linear, it is necessary to
make it linear by a suitable treatment. In dendrometry, forms of functions are
often met with which become linear by logarithmic calculation (Levakovié!, Mi-
hajlov?, Schumacher?).

Schumacher’s logarithmic expression for timber tree volume [1]* was deve-
loped by the logarithmic treatment of expression [2] (m = tree volume, d =
diameter at breast height, & = total height; @, b, ¢, are parameters). However,
when applying the least squares treatment to such a logarithmic form of the
function, the following will be obtained:

a) the sum of adjusted logarithms is equal to that of the unadjusted ones
(i. e. to the sum of logarithms obtained from the individual amounts observed),

b} the sum of squares of differences between the adjusted and the unadjusted
logarithms is equal to a minimum. But in reality, an adjustment is sought in
which the stated conditions (the sum of squares minimum, and the sum of the
first powers = 0), would be fulfilled for the original amounts — numeri — and not
for their logarithms. The logarithmic adjustment gives the analogon of the
geometrical mean, but in reality the analogon of the arithmetical mean is sought™.

* In order to save time and work for the mathemaiical part of the type setting,
all equations and other expressions in the mathematical part of the setting are
indicated by numbers in [ ]. The reader is therefore asked to look up for the
corresponding expression in the Croatian text.

. . 1 . , . .
* The arithmetical mean A = —T:Ex is the mean value with which condi-

tions 2{x — A) =0, and 2 (x — 4)® = minimum, are fulfilled. If the geomet-
rical mean

G = ]/xr.‘x’g- s e &R
is logarithmically treated, it yields log G =‘~%-2'Iog x, 1. e. for the logarithm

of the geometrical mean an expression is obtained equal to the arithmetical mean,
of the logarithms of variants. For that arithmetical mean however, the same
conditions are valid i. e.

Z(logx—logG) =10, and 2 (logx— log G)® = minimum,
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The geometrical mean is always smaller than the .arithmetical one, and thercfore
the logarithmic adjustment is always giving too low results. The greater the
variance of the observed data around the line of adjustment the greater the
difference. .

The present paper deals with this problem, and in order to facilitate the
discussion and make the numerical illustrations simpler, the function of the
simplest form has been chosen [3]. . --

2. DESCRIPTION OF SOME METHODS WITH
CRITICAL REMARKS

2.1 The function also can be transformed to a linear form by omiiting the
logarithmic calculation and applying Tayler’s formula (see e. g. Ritz-Baur?).
At first, the approximative amounts of parameters g, and b, must be determined.
The further procedure may be seen in equations [4] to [11]. By repeating the
procedure, the amounts o, and f, converge towards zero. Hence, not only will

the left sides of normal equations [11] converge towards zero but the right ones
too, i. e. [12]. This means that condition [13] has been fulfilled, but not si-
multaneously “the condition [14], which should also be achieved. Such things
occur when functions with no additive constant are used (see e. g. Willerss).

2.2 If equation [15] is logarithmically treated, expression [16] is obtained
leading to normal equations [17]. In that way (let us call it common logarithmic
treatment) the calculated parameters are not identical with the amounts computed
in the manner 2.7, Here the condition [19] has been fulfilled but not the condi-
tion [18]. This method gives too low results, and with tree volume tables — that
" fact assumes the characteristic of their systematic error. The logarithmic treat-
‘ment, however, is cconomic in spite of the application of logarithms. .

2.3 H. A. Meyer” prepared a table of correction factors by which the result
of the commen logarithmic treatment should be multiplied (see also Chapman-
Meyer®). That correction factor has been developed on the hypothesis that the
differences of logarithms of observed amounts ¥i; and of logarithms of adjusted
amounts 7; i. e. the differences (logn; —log y; ;), are normally distributed
around zero and that ithe amounts log ¥;; are normally distributed around log 7;
respectively, That hypothesis satisfies only approximately the reality, but even
if this distribution is not quite normal, the factors calculated according to that
hypothesis are still applicable,

Expressions [20] to [31] represent Meyer’s derivation taken from the stated
Research paper No. 7 in 4 somewhat more detailed form, A

In this way a fairly good result will be achieved; i. e., the sum of amounts
observed will be approximately equal to-that of the adjusted amounts. But this
does not mean yet that this adjustment, too, is quite correct, and that by the
ordinates obtained in this way also the most probable line is determined. When
applied to Schumacher’s logarithmic expression for timber tree volume — besides
the hypothesis that the distribution of logarithms of observed amounts is normal,
with the standard deviation Otog m: the hypdthesis has also been tacitly accepted
that this oy, ,, is equal for every value of arguments, which, however, does not
correspond to reality. If the collective of measurements for the preparation of
tree volume tables is studied, then the logarithmic picture of dispersion for a
small diameter and height is quite different from that for a great diameter and
height. If the diameter is constant, Olog m decreases as the height increases. Thus,

the average gy, ., for small diameters is greater than for the large ones. Hence,

it would be necessary to know the amount of the variance for every diameter
and every height, i. e., it would be necessary to carry out the adjustment of the
value 6%, . as a function of d (= d b k) and k (= total height). That adjustment

could be carried out for the function [33] according to formula [34], although
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in doing so the. value of the variance for the extreme values of arguments might
turn out to be negative, That, of course, would be a nonsense, and at that same
time also a sign, that for the adjustment at least [35] should be used. In that
case (if formula [34] is used), we should obtain [36] [37] [38]. These, however,
show that parameters calculated in the usual logarithmic way are incorrect, that
is, not only parameter @, but also parameter &, the latter one deciding the slope
of the siraight line in the log-log plane. If o* is equal for every value of the
arguments as is supposed by H. A. Meyer, only the amount of parameter a will
be corrected, while that of the parameter b will remain the same.

2.4 G. T. Fchner® describes the connection between the geometrical mean G
and the arithmetical mean A by using the approximate formula [39], in which
q? is the variance of numeri according Scheibner’s proof, whose work, much to
my regret, | was not in a position. to obtain,

2,5 This problem was solved by Worthing and Geffnerl® in the following

" way. Going over to the logarithmic way of calculation, the observed data (which
are supposed to have weight = 1) change their weight. It follows trom equa-
tions [40] to [46], that every legarithm should be weighted with the square of
its numerus. This procedure is based on the supposition, that differences are
small and the sum of their squares minimum, and that at the same time the sum
of differénces themselves is not equal to zero. (see 2.6).

2.6 Schwerdtl, 12 absfains from taking every logarithm weighted with the
square of the numerus, but with the numerus itself only (not with the second, but
with the first power of the numers) If [47] is the equation of the line, and if the
adjusted value [48] corresponds to the observed pair of coordinates (y;, x;), then,

according to the method of the least squares, [49] is the result. However, if it is
more convenient to carry out the adjustment according to the modified equation
[50], then the difference will amount to [51]. Adjustment should satisfy condi-
tions [52] and not [53], because if condition [53] is fulfilled, condition [52], is
not fulfilled at the same time. Function [55] results from function [54], while
function [56] can be split up into Taylor’s series [57]. If the ! amounts are not
too large, the first two members of the series will suffice, hence [58] and [59]
respectively. If we have [60], then we also have [61]. Further, from [62] results
[63]. The first condition of an adjustment is that '] = 0, 1. e, [64], the results
of which is [65], and this is the first normal equation that could be obtained
from condition [66], i. e., from the condition of logarithmic adjustment, provi-
ded each logarithm is weighted with the amount of its numerus. The second
normal equation would be [67], and the amounts of parameters a and & should
be calculated by means of these two equations, However, in this way condition
[68] is not fulfilled, because it results in [69], leading to normal equations [70],
these again are normal equations that could be obtained from condition [71],
i. e, from the condition proposed by Worthing and Geffner (see 2.5). This
unfavourable influence of the lack of an additive constant in equation [73] is
felt also when using its Iogarithmic form.

Schwerdt takes the condition 2! = 0. He concludes from equations [79] and
[80], that in the log-log system of coordinates the straight line should pass
through the point [81], and of all the possible straight lines passing throught that
point, Schwerdt chooses the one whose sum of squares of differences is a mini-
mum. The procedure is an arithmetical-graphical one according to Mehmke's
method " (see Schwerdt!?, page 83), and is necessarily uneconomical when a so-
mewhat large number of observations is invelved.

3. OTHER POSSIBLE SOLUTIONS

3.1 If the differences between the amounts observed and the mean (or the
line of adjustment) are small, then with Taylor’s series [82] only the first two
members are taken, while the rest may be neglected. If, however, these diffe-
rences are large enough, i. e., if there is a considerable dispersion — which is’
regularly the case, — then this omission is no longer admissible. It is better there-
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fore to put down immediately the rest in Lagrange’s form [83] yiclding [84]
instcad of the second member. If we have [85], [86] and [87], y -+ @1 is Vgs

which is greather than y and smaller than 7, i. e., [88].

With the arithmetical mean [89], i. e., if the weighted arithmetical meam of
logarithms of a collective y;, ys, 75, ... - ¥y is computed by assigning to every

logarithm as a weight an amount y; which is larger than y and smaller than

¥= -32-2’ . then this weighted mean will give the logarithm of the arithmetical

mean Y. The common mean of logarithms without weight, however, would give
the logarithm of the geometrical mean .

The expression [91] yields [92] and [93] respectively, and since the amount
of the arithmetical mean Y is still sought, the amount % should be inserted as
an approximate value on the right side of the equation [93] instead of ¥; (3 =
geometrical mean = [94]). The weighted mean obtained in this way can be
taken as the next approximation for ¥, By repeating this procedure the exact:
amount for ¥ is obtained®.

If [95] is considered, then for y an approximate value can also be taken for

instance [97]-and then [98] is obtained. Hence, if the weighted mean of loga-~
rithms of a collective is calculated by assigning to every logarithm the weight
of the square root of its numerus, then a logarithm will be ohtained whose nu-
merus will be very almost equal to the arithmetical mean of the original data.
For instance, let us suppose the following collective is given:

Xiy Xay oo %, =2, 4, 6, 8, 12, 14, 16, 18

2 = 8, arithmetical mean A =10, log A = 1. If it is stipulated that the arithme-
tical mean A is to be calculated from data consisting of logarithms of the above
stated numbers, then the common mean will yield the logarithm of the geometrical
mean. By applying weights and the formula for the weighted mean of logarithms,
an expression will be obtained whose antilogarithm is be more or less close the
arithmetical mean,

_From the data contained in Table 1, it is evident, that by applying the weight

x a very satisfactory result is obtained.

3.2 Processes carried out in point 3.1 can now be applied”to function [100]
and to the function with two variables [101], and only there they get their full me-
aning. Here, however, either the condition [102] or the condition [103] must be
chosen, as both cannot be fulfilled at the same time.

3.2.1 Condition [104] results in condition [105], and finally in [106], the last
of these possessing the form of the first normal équation that could be obtained
from condition [107], i. ¢., in accordance with logarithmical adjustment by the
least squares treatment, provided every logarithm is weighted with the amount
¥ The second normal equation would be [108]. Since the adjusted ordinates (¥)

must first be sought, it is necessary to calculate the y, amount, to use as the first

approximate values those obtained by the graphical or ordinary logarithmic
adjustment.

3.2.2 Condition [109] yields the normal equations [110] possessing the form
of pormal equations obtained on condition that [111]. This method is the lo-
garithmic form of method 2.1, and it seems that both methods would have to
yield an identical result if repeated a sufficient number of times. However, the
same parameter amounts are net obtained because here even the scale for x is
logarithmic.

3,23 [112]

3.2,4 [113]

are two approximate methods similar to those in 3.2.7 and 3.2.2,

* With the arithmetical mean this procedure is of course nonsensical, but it
gets.its value with the line and surface of adjustment.
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3.2.5 The adjustment can be carried out according to equation [114] and the
method of moments (see Baur!, Worthing-Geffner'?} in order to satisfy condi-
tions [115].

If [116] is the arithmetical mean of all y amounts, i. e., if [136] is the ordinate
of the gravity centre of the total collective of observed data, then [117] is ob-
tained. (Let us imagine the abscise axis translocated to the gravity centre. In
that case Ly, = ordinate of the observed amount, and Ly the pertinent ordinate
of the adjustment line). Expression [117] represents ‘the sum of the nullth mo-
ments of the amounts observed, and must be equal to the sum of the nullth mo-
ments of the adjusted amounts [118], and since we have [119], we must also
obtain [120]. If, analogously to the preceding cases, we take [121] and [122],
then [123] is obtained. We obtain analogously [124] from the sum of the first
moments, but we would also obtain these same equations from condition [125],
- whereby expression [126] would of course be taken for y;.

3.2.6 For y, we could approximatcly take [127] and this also conforms appro-
ximately to condition [128] and to the adjustment according to the method of
moments. Here, however, Y, as a constant can be eliminated from the weight,
and thus V y is obtained as weight.

Hence, if the logarithmic adjustment is carried out according to the method
of the least squares and by using function

logY =logat+ blogx,

so that every logarithm of an observed amount is given the weight equal to the
square root of its numerus, then very nearly a result will be obtained, which is
analogous to the adjustmeint of the numeri according to the method of equal
moments.

3.3 To illustrate all these ways, a simple example will be shown [irst
(Schwerdt'!) [130]. The results are shown in Table 2. _

4 ADJUSTMENT OF TREE VOLUME TABLES

This adjustment can consequently be carried out in several ways. The choice
of the way depends on the economy of the method, on the structure of the ma-
terial, and on the aim on account of which the adjustment is being carried out.

4.1 A method is economical, if a repetion of the calculation 1s not necessary.

4.3 The structure of material denotes the frequency distribution of arguments,
distribution of observed amounts around the line of adjustment, and the variance.

4.3 The aim of adjustment with tree volume tables is to find out the mean
value which will serve in practice as an estimate of the timber volume for a
given diameter and height. Therefore, the most probable estimate is sought not
only for the total timber volume of the stand which has a structure similar to
that of the population from which material for the preparing of tables has heen
taken as a sample, but also for the estimate of volumes of individual tree groups,
as for instance of a certain class of thickness.

As an illustration an extract is taken from the material which has served for
preparing the tree volume tables for the beech trees of Moslavatka Gora® (Mo-
slavatka Mountain). ’

¢ That material came from the beech forests of the MoslavaZka Gora in nort-
hern Croatia, The structure of the stands is in the stage of tramsition from the
virgin to that of the evenaged. The terrain of the forests is hilly. Besides beech
trees there are also some oak trees (Q. sessiliflora) growing on the mountain
ridges.

Trees were felled and measured by sectioning as sample trees for a long-term
sales contract. The sample trees were selected in various ways. Since different
persons were in charge of the measurements, the reliability of the data cannot
be accepted unconditionally.
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The hypothesis of linearity for equatién [131] was tested by means of the
Fisher-Snedecor F-test (Fishert, Linder®) using material having dbk — 14 cm
(sce Tab. 3). The analysis of the variance is given in Tab, 4. Statistically, it is
allowed to suppose a linear correlation, because the differences of the variance
are not significant. - - .

4.5 Tab. 5 contains the results of different ways of adjustment. The following
conditions are in favour of the logarithmic method: a) with a given diameter
and height the distribution of observed data of the timber volume shows a cer-
tain skewness. With the logarithms of volumes, however, that skewness is 50—
mewhat smaller (see Graph 1); b) an equality of weights of the data represents
a favourable case for the adjustment of data. Since the weight is proportional
to the reciprocal value of the variance, the variance should be approximately the
same for the different values of arguments. The variance for the numerus of vo-_
lume decreases only slightly for-a given diameter if the height increases, hut there
are very great differences with different diameters. With great diameters, the va-
riance is by about 100-200 times greater than with small diameters. The variance
of the logarithms of volumes does not show such differences. The influence of
the diameter is almost, negligible, but with increasing height the variance de-
creases a little (see Tab. 6 and 7).

4.6 and 4.7 The logarithmic method gives too low results, it is therefore ne-
cessary and useful to apply Meyer’s correction when preparing tables for which
an adequate number of sample trees is available. In our case the correction factor
amounts to [134].

4.8 If the number of sample trees is exceptionally large, then it is also neces-
sary fo consider various amounts of the variance of volumes for different values
of arguments, One can see in Table 6, that the amount of 0300 m 15 decreasing
as the height is increasing. If that relation is adjusted according to equation
[135), then [136] is obtained, and if now also Meyer's correction factor is
applied, [137] will result (see Tab. 5, ord. number 15).

4.9 The variance adjustment as deseribed sub. 4.8 necessitates rather much
work..It is thérefore worth while trying to find out in a ‘given case an approximate
solution, One can accept approximately the hypotitesis, that the variance ol
volume is depending on height only, That hypothesis is at any rate acceptable
for the material of Moslavatka Gora. If reciprocal values of the variance of the
logarithms of volume (1/6%,, ,,) are inserted in the log-log paper as a function.
of height and for different diameters — dbk = 14 cm, 35 cm, 55 cm and 75 cm,
and if points belonging to the same diameter are connected, four polygons will
be obtained, which can be, though only approximately, but guite well adjusted
by the straight line having a slope of tga =2 (see Graph. 2).

Hence the function would have the forms [138] and [139] respectively.

This fact can now be used with the adjustment itself by weighting in advance
every logaritim of volume with the corresponding square of the height (weight
is the reciprocal value of variance). The normal equations would have the form
of [140], and equations of the curve of adjustment [141]. By applying Meyer's
correction, the equations. of adjustment would be [142] and [143] respectively
{see tab. 5, ord. no 16). ‘

" 4.10 Another approximate method would be to use ¥Vm as weight, If the
amount of the reciprocal variance (1/0%,, ,,) is inserted in log-log paper as the

function of means of vbserved amounts for a given dbk and A (Graph. 3), the
straight line having a slope of tga = —:12— passes through the middle of the system
of so plotted points, but only for small breast height diameters up to about
30-35 cm. - ’
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_Consequently, the function would have approximately tle form [144], i. e,
7 should be taken as weight at the adjustment of the volume itself analogously
to point 4.9. This method, even without correction, will yield a relatively good
result {by 0.008% too high — see Tab. 5, ord. no 4). . i
It is therefore convenient to use ¥m as weight for the adjustment of tree
volume tables, particularly if young or middle aged stands are the question, i. .,
il the maximum dbk is 30 to 35 cm and perhaps even 50 cm.

5. SUMMARY

When applying the theory of the least squares treatment for the preparation
of tree volume tables using at the same time also Schumacher'’s logarithmic ex-
pression for the timber tree volume, certain inconveniences are encountered:

5.1 In reality, only the logarithms are being adjusted, and not the numeri,
as should be really done, in other words, the adjustment is carried out so as to
fulfil the conditions

S (logM—logm)=0; 3 (logM—logm)? = minimum  [145]

and not the conditions ) S,
I(M—m)=0; Z(M—m)*=minimum - [146]

5.2 The logarithmic adjustment yields too low resuits, which have the cha-
racter of a systematic error of tables. H. A. Meyer solved the problem by means
of correction factors. - -

5.3 Efforts were made to modify the logarithmic adjustment so as to, fulfil
conditions [146] in spite of the logarithmic adjustment by assigning weights to
the logarithms. ’ -

But since Schumacher’s logarithmic expression was obtained by the loga-
rithmic treatment of equation - )

M=a.db. ke _[147]

i. e, of an equation that has no additive constant, it is impossible to fulfil at
the same time conditions [146] too, (that fact is also reflected in the logarithmic
form of the equation), and it is therefore necessary to choose only one of these
conditions, and since 3 (M —m) =0 [148] is the more favourable one, the
logarithmic adjustment should be modified by applying weights in such a way
as to fulfil that condition. According to Schwerdt!! 1%, one should add in that
case to every logm the weight of its numerus, i. e, m, or '}/m, accordihg to the
proposal explained here (see 3.2.6).

5.4 The variance of log m is not constant as is supposed by H. A. Meyer, but
is changing with the change of arguments. The hypothesis that the variance is
proportional to the reciprocal value of the height raised to the square, is only
an approximate one and quite suitable for practical use (see 4.9 and Graph. 2).
Use can be made of this by adding 42 as weight to the logarithm of volume and
by applying Meyer’s correction to the adjustment carried out in this way.

5.5 The hypothesis, that the variance of logm is proportional to the reci-
- procal value of Vm (see 4.10 and Graph. 3), is also suitable and in accordance
with the proposal brought forward in 3.2.6. In that .case a correction is not
necessary, because the condition [148] has already been fulfilled. -

5.6 Hence we might conclude that it is useful to apply the weight Vm when
using the logarithmic method for the preparation of tables if young or middle-
aged stands are the question. To facilitate the work, one might prepare special
tables with m as an entry, and with ¥m and Vm. log m as data. '

‘When preparing tables for thicker trees, it is more convenient to utilize the
weight A2 with Meyer's correction. .
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