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PROF. DR. A. LEVAKOVIC:

FIZIOLOSKO - DINAMICKI OSNOVI
FUNKCIJA RASTENJA

(Physiologisch-dynamische Grundlagen der Wachstumsfunktio-
nen)

SADR2AJ (INHALT):

I. Uvod (Einleitung).

II. Sile, koje utjeCu na rastenje i njihov medusobni odnos (Die.
das Wachstum beeinflussenden Krafte und ihr gegenseitiges
Verhaltnis).

III. Pogodne sile i njihova ukupna snaga (Die tfeibenden Krafte
uhd deren gemeinsamer Ausdruck).

IV. Nepogodne sile i njihova ukupna snaga (Die hemmenden Kraf
te und deren gemeinsamer Ausdruck).

V. Izvod funkcija rastenja na osnovi obiju skupina sila (Herlei-
tung der Wachstumsfunktionen auf Grund der beiden Krafte-

gruppen).

VI. Literatur, Zusammenfassung.

I. U cetvrtoj knjizi »Glasnika za sumske pokuse« (str. 192
i  193) rekao sam bio, da se zbiljna krivulja rastenja kod sum-
skog drveca ne da matematicki formulirati sasvim strogo i ta
radi njenog stepenicastog oblika kao i radi vanredne nestalno-
sti tih stepenica, a narocito njihovih visina. No ako apstrahi-
ramo ove nepravilnosti, onda — rekoh — mozemo da postavi-
mo matematicke funkcije, koje (vise ili manje strogo) moga
da. predstavljaju prosjecan hod rastenja tokom vremena,
izjednacujuci time zbiljnu (stepenicastu i inace nepra-
vilnu) krivulju rastenja u krivulju praviinu i jednostavnije kon-
strukcije.

U ono doba drzao sam, da se ovakove »funkcije rastenja<3:
ne mogu da izvedu direktno t.' j. iz n e p o z n a t i h jos »funk-
cija prirascivanja«, nego tek nakon sto smo funkciju prirasci-
vanja na osnovi izvjesnih, za matematicku dedukciju iskoristi-
vih cinjenica vec izveli. Sada pak, potaknut nekim prP
mjedbama, sto ih je o svim dosadanjim funkcijama rastenja,.
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pa i 0 mojima nedavno iznio W. PESCHEL (Thar, forstl. Jahr-
buch 1938, str. 169 i dalje), dosao sam u mogucnost, da pro-
sjecan hod (tok) rastenja, sto ga vise Hi manje strogo imaju
da predstave dobre funkcije rastenja, dovedern u vezu sa d i-
namickim zbivanjem, koje se odigrava prigodom ra
stenja drveca, pa da na toj bazi glavnu svoju funkciju rastenja
izvedem direktno t. j. bez potrebe prethodnog izvodenja pri-
padne joj funkcije prirascivanja.

Na taj nacin izlazila bi ujedno spomenuta moja funkcija
kao neke vrste posljedica spomenutog zbivanja, a osim toga
bio bi uocljivo prikazan i njezin rang prema izvjesnim dvje-
ma, takoder dobrim funkcijama rastenja.

Pri torn ne mogu, a da — bar u glavnim linijama — ne
tangiram i poznate vec cinjenice iz fiziologije bilja, o kojima
vidi npr. djela, navedena u popisu upotrijebljene literature pod
brojevima 3 i 4.

II. Poznato je, da je rastenje bilja (koje cu ovdje imati u
vidu samo s obzirom na posebne prilike sumskog drveda) za-
pravo jedna vrst g i b a n j a, koja se kod drveda zbiva:

1. u vertikalnom pravcu (rastenje visine);
2. u horizontalnoj Hi drugoj kojoj ravnini (rastenje de-

. bijine debla ili granja i s njome skopcane plostine poprecnog
prereza);

3. u prostoru svih triju dinjenzija (rastenje volumena, drv-
ne sadrzine, drvne mase).

Poznato je nadalje, da se mehanicko gibanje izrazuje
kvantitativno iznosom p u t a (y) prevaljenog do isteknuca
izvjesnog vremena (a;), a fiziolosko rastenje dase izrazuje
iznosom visine, debljine ili drvne sadrzine (y)
postignute po stablu do izvjesne starosti (x).

Fakticno se medutim i kod fizioloskog rastenja moze
govoriti 0 prevaljenom putu, jer npr. vrsna toCka stabla pre-
vali (kod rastenja stabla u visinu) izvjestan linearan put u smje-
ru prema gore; Isto tako krajevi bilo kojeg promjera preva-
Ijuju (kod rastenja u debljinu) izvjestan linearan put u smjeru
prema vani. Periferija poprecnog prereza prevaljuje isto-
dobno (takoder prema vani) izvjestan dvo-dimenzionalan, a vo-
lumen izvjestan tro-dimenzionalan put.

Ja cu ovdje imati direktno u vidu samo prevaljivanje ovog
trodimenzionalnog puta t. j. rastenje volumena, jer ono sto -u
pogledu rastenja vazi naceino za volumen, vazi analpgno i za
visinu i za debljinu, pa i za plostinu poprecnog prereza, posto
je — kao sto znamo — rastenje volumena slicno ;rastenju
spomenutih komponenata volumena.
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Sa pojmom samoga g i b a n j' a usko je vezan pojam b r-
zine gibanja. Kod nejednolicnog gibanja, kamo spada
•i fiziolosko rastenje, brzina gibanja, pa prema tome i b r z i n a
rastenja definira se u smislu formule

y = I «
kao diferencijalni kvocijent, koji — kao sto ]e poznato — pred-
stavlja ujedno »besprekidni« tecajni prirast.

Poznato je osim toga, da se ovaj prirast dot. brzina raste
nja m i j e n j a tokom vremena, cega radi se fiziolosko raste
nje i poklapa sa nejednolicnirri gibanjem. Razlog tome nepre-
stanom mijenjanju brzine rastenja lezi u cinjenici, da na svako
fiziolo§ko rastenje utjeSe mnostvo ahorganskih i .organskih si-
la, koje se takoder tokom vremena mijenjaju. Mnoge od ovih
poznate su nam, a bit ce ih jamacno dosta i takovih, koje nam
•jos nisu poznate. Neke su od njih nutarnjeg porijekla t. j.
.svojstvene su pojedinim vrstama bilja i kao takove ne
spadaju u okvir ovih razmatranja. Sile v a n j s k o g porije
kla dadu se svrstati u ove dvije glavne skupine:

1. sile, koje pokrecu rastenje i podrzavaju ga doticno po-
.goduju mu (pogodrie sile);

2. sile, koje se suprotstavljaju rastenju (nepogod-
iie sile).

Ocito je, da sa ukupnom' snagom prve skupine sila stoji
brzina rastenja u upravnom, a sa ukupnom snagom dru-
ge skupine sila u obrnutom omjeru. T. j. sto je u izvjesnom
vre'menskom momentu jaca.prva skupina sila i sto je istodobno
slabija dfuga skupina sila, to je brzina rastenja u tome momen
tu veda — kao i obrnuto. Prema tome, ako ukupnu snagu prve
skupine sila oznacimo sa Si, a ukupnu snagu druge skupine
sila sa Sa, onda izmedu brzine rastenja i snage ovih dviju sku
pina sila mora da postoji odnos: '

,

' y = ^ '• • ' (2)

gdje k predstavlja konstantu proporcionalnosti.
-  > • "

in. Medu p o g 0 d n e sile rastenja spada u prvom redu topli-
na i svjetlo — naravski "samo ako im snaga ne prekoraci izvje-
snu granicu, izvan koje postaju one vec stetnima (nepogodni-
ma). Ovaj sludaj medutim necu ovdje uzeti u obzir. No i pogod-
nima za rastenje mogu ove sile da'_budu samo 'uz uslov, da je
ujedno u tlu prisutna i dovoljna- kolidina • vode kao i ostalih
zemnih hraniva. Kratkoce radi sva cu ova hraniva zajedno sa
vodom supsumirati odsad pod izrazom »voda«. U smislu uvod-
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(prvog) stava; gdje se govori o prosjecnom i pravilnom
(izjednacenom) toku rastenja, ja cu ovdje suponirati trajnu
prisutnost dovoljne kolicine i svjetla i topline i vode. Ova k o n-
s t a n t n a kolicina tih triju faktora rastenja ima da bude sa-
mo tolika, da hi s njome bila izjednacena zbiljna njiho-
-va koliCina, promjenljiva i periodiCki i nepravilno.

No i svjetlo i toplina i voda ostali bi, kao sto je poznato,
"bez ikakova ucinka^" kad drvece he bi imalo korijenja,
lisca i narocitih stanica sposobnih za' dijeljenje i rastenje. Vor
•du, kao sto znamo, crpi drvece u glavnom s pomocu crpive sna-
ge korijenja. Ona putuje gore u lisde, gdje se pod uplivom
svjetla i topline djelomice pretvara u asimiliranu hranivu
materiju, a ova opet putuje (izravno ili neizravno) u vrsne i
kambijalne stanice, na Cijoj se aktivnosti fakticno i osniva cijeli
proces rastenja stablova.

Korijenje i lisce, pa i kambijalne (i vr§ne) stanice nuzni su
•dakle pred-uslo vi za rastenje stabla, jer snaga Si dolazi do
izrazaja dot. do ucinka na rastenje samo s pomocu i jednoga i
drugoga i trecega od spomenutih triju preduslova. Prema to
me ce snaga Si biti to jaca, Sto je veda aktivnost korijenja, li
sca i kambijalnog tkiva; a ova de opet biti to veca, sto korije
nja, lisca i spomenutog tkiva vise ihia, t. j. sto je veci v o 1 u-
men i korijenja (vi) i lisca (V2) i kambijalnog tkiva (vs)* ""

Sad se pita, u kojoj formi treba da budu izrazene
bye proporcionalnosti? Rekao sam ved, da rastenja stabla ne bi
"biip, kad na njemu dot. u njemu ne bi bilo ni korijenja ni Ii§da
hi kambija. Ako naime ne bi bilo korijenja, liSde samo ne bi
moglo da funkcionira kao i obrnuto. Ako pak ne bi bilo kam-
l5ija u trupu stablovu, onda rastenja ne bi bilo ni pri potpunom
funkcioniranju korijenja i lisca. Iz toga se sam od sebe nadaje
zakljucak, da izmedu snage Si i spomenutih triju skupina tkiva
mora da postoji odnos

= q, . (7, Da. g, I>3 = q, q, • • (5)

jer nedostatak samo jednoga od spomenutih uslova ponistuje
• odmah djelatnost cjeline • • •

Ovaj izraz .za snagu'Si, u kojem izrazi pred-

■stavljaju konstante proporcionalnosti, mi demo ne§to transfor-
mirati s obzirorh na to, da se volumen i korijenja i_ lisca i kam-
"bijalnog tkiva moze da izrazi u dijelovima volumena cijelog
tiadzemnog stabla. ('>?), .bez lisda paravski. No pri torn treba
uzeti u obzir, da se pod oznakom vi n e moze ovdje da radi
o volumenu c i j e 1 0 g a korjena, ved samo o volumenu sitnih;
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dlakastih zilica sisalica, koje kao j e d i n i dijelovi korjena
vrse funkciju crpljenja vode iz zemlje, pa su stoga sa svojim
ukupnim volumenom i jedino mjerodavne za iznos snage Si.

Odnos izmedu ukupnog volumena ovih sisaljaka i volu-
mena stablovog moze da se izrazi formulom

vi=ci.y'"' (4>
kojoj eksponent mi moze da se nalazi negdje u prvoj (nizoj)
polovici razmaka, izmedu Oi l.

Ovo moze da se protumaci okolnoscu, da te sisalice cak
i kod sasvim mladih biljaka zapremaju manje od povrsine
cijeloga korjena, a osim toga -sa rastenjem biljke, pa prema
tome i sa rastenjem (debljanjem) korjena zauzimlju na ukup-
noj povrsini korjena razmjerno sve manju i manju povrsina
(makar ova, radi povecanog broja ziljnih ogranaka, u apso-
lutnom pogledu biva sve veca).

Slicno stoji stvar i sa volumenom lisca u omjeru.
prema volumenu ostalog nadzemnog dijela stablova, jer sisalj-
kama na podzemnom dijelu stabla odgovara lisce na nadzem-
nom dijelu istoga i jer po poznatom jednom zakonu kolicina
nadzemnih izbojaka (zajedno sa liscem) mora da stoji u iz-
vjesnom ravnovjesju sa kolicinom podzemnih izbojaka (zajed
no sa sisaljkama). Ali i inace, cijeli nadzemni dio mlade biljke
nije zapravo nista drugo, vec jedna prava krosnja, posto gran-
cice sezu sve do zemlje. Kako biljka biva veca, to joj se poste-
peno sve vise diferencira deblo (bez granja), a osim toga i de-
blji (nutarnji) dijelovi granja ostaju sve vise bez lisca, tako da
ukupni volumen lisca — ma da postepeno sve vise raste —
zaostaje razmjerno ipak sve vi§e za volumenom cijelog stabla.
Prema tome za vplumen lisca-u odnosu prema volumenu sta
bla izlazi izraz slican predasnjemu t. j. "

•y'"' • (5>

gdje 7/12 pada poprilici na isti rang kao i u predasnjem slucaju.
Sto se napokon tice k a m b i j a, njegov volumen dade se

takoder lako staviti u odnos prema volumenu stabla., Kambij
naime nije nista drugo, vec jedan tanki p 1 a § t, koji (pod ko-
rom) omata volumen samoga drva u uzem smislu rijeci. Kad
bi on omatao drvo s a korom, onda bi njegov volumen bia
proporcionalan ba§ prvoj potenciji drva sa korom. Ovako pak
volumen .kambija proporeionalan je .svakako manjoj potenciji
toga drva, dakle:

•  (6>

gdje je dakle ms svakako mahje od 1.



Uvrstimo li sad-ova tri zadnja izraza u formulu (3), dobit.
demo: '

+ mz + /n3
S = q q«q . c c c .y (7> ^

Tu se sad ujednostavnjenja radi moze da stavi:

qi q. q,. c, c, C3 = Aj 1
mi + + 7773 '= m J ■ * *

pa onda dobivamo:

•  • •■ ,

gdje m u smislu prednjih izvoda moze da varira izmedu 1 i 2,:
ali ne dostizuci ni jednu ni drugu bvu granicu.

Time bi nam brojnik formula (2) bio daden u formi pri-
kladnoj za daljnji postupak u naznacenom smjeru.

IV. Prelazim sada k drugoj skupini sila, t. j. sila su-
p r 0 t n i h rastenju (nepogodnih), u koju spadaju u glavnont
razne prirodne nepogode i razni stetnici zivotinjski i bilinski..
Kako se tokom vremena mijenja aktivnost ovih sila?

Povremeno rastenje aktivnosti ovih sila ocito ne stoji u:
direktnoj vezi sa rastehjem volu'mena stablova. Volumen
naime moze i da prestane rasti', a da se Stetni rad nepogodnih
sila ipak nista ne umanji dotidno, u koliko bi radi toga neki
stetnici i otisli, dolaze na njihovo mjesto odmah drugi, kojima
ovakav objekt bas prija. Aktivnost stetnih sila raste dakle po-
stepeno ne toliko u pmjeru sa rastenjem volumena, koliko u"
omjeru sa rastenjem vremena.

Kao sto se p 0 g 0 d n i utjecaji na rastenje ne mijenjaju:
od vremena do vremena p r a v i 1 n o, a ja sam ih ipak iz po-
znatih vec razloga traktirao, kao da u njihovu djelovanju na
rast drveca postoji pravilnost, tako cu iz istih razloga-
postupati i ovdje. Samo pri torn moram odmah da istaknem,.
da se ukupna snaga nepogodnih sila ne moze formulirati na
nacin slican preda§njemu, jer medu tim silama ne postoji u glav-
nom odnos slican onome, na kojem se osniva formula (3). Osim-
toga 0 nijednoj od tih sila nije ham zapravo moguce stvoritf
si sa matematicko-dinamickog gledista neki odredeni sud za-
sebice i vec a priori. Tu nam ne preostaje drugo, vec 0 njiho-
vim vise manje skupnim snagama i 6 rastenju tih snaga adop-
tirati neke narodite supozicije (hipoteze), od kojih bi 'najmar-
kantnije-bile ove tri: ■ '■

1. d'a i ukiipni broj stetnih sila kao i njihova pojedinadna-
snaga raste sa vremenom u smislu 1 i n e a r n e funkcije;

2. da i jedno i drugo raste u'smislu e k s p 0 n e n c i j a 1-
n e Tunkcije; .
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3. da oboje raste po nekom trecem zakonu, koji cini u ne-
ku ruku prelaz izmedu prva dva zakona, u pogledu rastenja
spomenutih sila vise manje ekstremna.

U smislu 1 i n e a r n e funkcije raste broj stetnih sila, ako
u svakom pojedinom momentu, koji istekne od izniknuca bilj-
ke, dode na nju' j e d n a k broj stetnika, recimo a njih. U torn
slucaju nalazi se na biljci:
pri isteku 1. momenta nakon izniknuca: ukupno a stetnika

>> >} 2. ,, ,, ,, ,, 2a
>J M 3. ,, ,1 •• » 3a

tog
xa

Ako x~ momenat uzmemo kao skrajnji, onda je u torn
momentu najstarija ona a-skupina, koja je na biijku najprije
t-fosla, a njoj je u smislu pretpostavke snaga najveca. Ta snaga
neka bude

Sx = bx (io)

Slijedeca, za jedan momenat mlada a-skupina imat ce prema
tome snagu:

Sx-i = b {x—1) Hi)
Napokon predzadnja i zadnja skupina (najmlade dvije) imat
ce samo snagu:

li-l"}
Te snage, od zadnje u smjeru prema prvoj, rastu dakle tako-
•der linearno (vidi prilozenu sliku). Ako spomenute intervale

?

y-f

X  .

"vremena (momenta) zamislimo tako kratkima, da se, ordinate
^1, s2j na slici upravo dodiruju medusobno i pocinju bas
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od' x=0, onda bi ukupna snaga svih stetnika, koji se u x-^
momentu nalaze na biljci, t. j. suma

S = s + s + . . . + + s,. . . (i5>

bila predstavljena povrsinom trokuta OPR- Ona bi dakle, iz-
nosila:

S  = k X ■ m
2  2 ^

Neka sada broj stetnih sila i njihova pojedinacna snaga
raste u smislu eksponencijalne funkcije

nx

s = c.e (15>
X

gdje je g=2718 baza naravnih logaritama, a d i n iz-
vjesni pozitivni parametri Ova.funkdja predstavlja, kao
sto znamo, krivulju, koja se na desno sve vile savija prema
gore, koja je dakle konveksna prema apscisnoj osi. Prema to]
funkciji suma u smislu jednadzbi (13) i (14), t. j. ukupna sna
ga svih nepogodnih sila izlazi u formi odredenog integrala

nx y ■

5, = c \ e . dx (16)

iz kojega se dobiva:

x = e"" (^7)

Time bismo dakle u jednadzbama (14) i (17) imali oba ekstrem-
na zakona, po kojima bi na osnovi prvih dviju gornjih pretpo-
stavaka imala s vremenom da raste ukupna snaga (Sa) nepo
godnih sila. Formulu (14) mogao ,sam bio da izvedem i uz
pretpostavku, da broj nepogodnih sila kao i njihova pojedinac
na snaga raste po zakonu aritm|eti£ke progresije,
a formulu (17) uz pretpostavku, da i jedno i drugo raste po
zakonu geometrijske pro.gresije. Odabrao sam
ipak gornji put kao kraci. ]

Po formuli (14) rasla bi,' kao | sto vidimo, ukupna snaga
nepogodnih sila proporcionalno k via d r a t u vremena. Po for
muli (17) naprotiv rasla bi ona proporcionalno x— potenciji
konstantnog izraza r" . Rastenje snage S2 bilo bi dakle* u dru-
gom slucaju, narocito pri vecim x-iznosima, kud i kamo brze
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, nego u prvom slucaju. Neki s r e d n j i put izmedu ova dva
ekstrema bio bi daden potencijalnom jednadzbom:

n

~  ̂ (iS)

:gdje bi n imalo da bade vece od 2.

V. Ako sada formule (9) i (17) uvrstimo u formula (2),
•pa ako ujedno ujednostavnjenja radi stavimo:

k —
• k2 = P

-dobit cemo s obzirom na izraz (1) diferencijalnu jednadzbu:

dy ■ y .
(20)

-iz koje jednostavnom transformacijom izlaze neodredeni inte-
^rali:

/:
~m ~nx .

y . dy = p j e . dx (^^ ̂

•doticno:

I—m

i = — - e + /• (22)
i~m "

,gdje je. r. integraciona konstanta. Stavimo li dalje

^ = ' ■ • • («>
.onda iz jednadzbe (22) nakon par jednostavnih transformacija
-izlazi:

i  1

l-m i~m

y = [r(i~m)^ ; (i-e j (2^
■Stavimo li napokon koje ujednostavnjenja koje naravnijeg sli-
Jeda radi:



i

i—m

r (i — m. = a

n — b

= c
i-m

(25)

•onda iz izraza (24) izlazi konacno izraz:

/  —6x\c

y = a \ i—e (25)

T.. j. MITSCHERLICHOVA funkcija rastenja. MITSCHERUCH
je ovu funkciju 1919. god. izveo na nacin, koji — kako izgleda
— nije naisao na odobrenje u strucnim krugovima. Vidi o tome
spomenutu PESCHELOVU radnju, u kojoj PESCHEL opsirno
^ovori 0 toj funkciji, a i izvodi je na isti nacin kao i MITS(^HER-
LICH.

Uvrstimo li sada u formula (2) pored spomenutpg vec iz
raza za brojnik [t. j. pored izraza (9)] potencijalni izraz (18),
<lobit cemo s obzirom na ujednostavnjenje pod (19) diferenci-
jalnu jednadzbu:

m

^ - n
dx "■

iz koje gotovo neposredno izlazi;
—m f -n

y . dy = p I X . dx
•doticno

-(.n-i)- (m-1)
2

{27)

(28)

{29)
' -{n-D

;gdje je C integraciona konstanta. Stavimo li
C = — /• - {30)

onda nakon par jednostavnih transformacija dobivamo izraz
1

\m~l
y =f ^ 6 (3i)

1 + /i"—1

r{n-i
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kojr uz ujednostavnjenja:

m—1

r (m—1)

P

— a

= br (n~i)

n—i = d

i

. . . . 771 2

prdazi u mnogo jednostavniji izraz:

a

= e

y =

Ovaj izfaz, koji se dade napisati i u formi:

(55)

(55)

y  a

b + JC
.  . . (33a>

predstavlja poznatu vec moju funkciju rastenja, iz koje uz po-
znate uslove ujednostavnjenja izlaze ostale moje funkcije. Na-
pose uz uslov:

/i=2 dotiCno d=i (34)

[vidi predzadnju jednadzbu pod (32)] izlazi iz nje poznata mo-
ja funkcija:

>' = o 16 + X
(35>

koja s obzirom na' taj uslov [sravni fdrmulu (18) sa formulom
(14)] odgovara prvom dot. nizem ekstremu u pogledu rastenja
snage 52 iz formule (2), koja dakle iz ove formule izlazi uz
pretpostavku, da rastenje ukupnog broja nepogodnih sila.kao
i njihovih pojedinacnih snaga biva po aritmetickoj progresiji.

S obzirom na ovu indirektnu i kratku" dedukciju funkcije
(35) iz funkcije (2), t. j. putem opcenitije funkcije (33), otpada
naravski potreba direktnog njezindg izvodenja iz funkcije (2),
t. j. putem integriranja diferencijalne jednadzbe analogue oni-
ma pod (20) i (27).
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Kao sto dakle vidimo, funkcija (33) sa svoja 4 parametra
izlazi u neku ruku kao srednji put izmedu oba ekstrema, sto ih
— sa po 3 parametra — predstavljaju funkcije (26) i (35). Po
njoj prirast nakon kulminacije mora da pada nesto brze nego
po funkciji (35), a nesto polaganije nego po funkciji (26).

Inace je iz cijelog toka radnje vidljivo, da se sve ove tri
funkcije rastenja, koje PESCHEL oznacuje teoretski dob r im
funkcijama, osnivaju zapravo na formuli (2) t. j. na o m j e r u
sila pogodnih i nepogodnih — i jednih i drugih uzetih samo u
pozitivnom smislu. Samo na toj bazi mislim da se jedino
i mogu izvesti dobre funkcije rastenja, a nikako ne na bazi
dosad vec u vise navrata (pa najzad i od PESCHEL-a) primje-
njivane superpozicije sila t. j. zbrajanja sila po
godnih i nepogodnih, prvih uzetih u pozitivnom, a drugih u
negativnom smislu.
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ZUSAMMENFASSUNG

In meiner oben unter Punkt 1 angefuhrten Schrift leitete
ich einige Zuwachs- und Wachstumsfunktionen lediglich auf
analytischer Grundlage her und liess dabei jedwede Riicksicht
auf die Avahrend des Wachstums und parallel mit diesem sich
abspielenden physiologisch-dynamischen Vorgange vollkommen
bei Seite. Nunmehr aber, durch-einige auf die Adresse der er-
wahnten Funktionen durchaus nicht in boswilliger Absicht ge-
richteten Bemerkungen W. PESCHEL's [2] angeregt, will ich
die Hauptform der gesagten Wachstumsfunktionen auf dieser
anderen, »energetischen« Grundlage herleiten.

Das Pflanzenwachstum (welches ich hier nur insoweit be-
rucksichtigen will, als es die Baume und ihre Volumina betrifft)
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kann bekanntlich auch als eine Art von Bewegung aufge-
fasst warden und es fragt -sich dann, wie gross denn in einem
beliebigen Zeitpunkte die-durch Formel (1) ausgedruckte G e-
schwindigkeit dieser Bewegung ist. Diese letztere wird
nun bekanntlich durch zwei Gruppen von Kraften beeinflusst:
die sog. treibenden Krafte einerseits und die sog. hem-
mend'cn Krafte anderseits.

Offensichtlich ist die Wuchsgeschwindigkeit g e r a d e
proportional zur ersten und verkehrt proportional zur
zweiten Kraftegruppe. Formel (2) bringt diese Proportionali-
tat zum Ausdruck. Si bedeutet hier den gesamten Kraftbetrag
"der ersten, $2 den gesamten Kraftbetrag der zweiten Gruppe.

Zu den treibenden Kraften gehoren bekanntlich in
erster Linie (falls nicht in zu grossem Maasse vorhanden) die
Warme, das Licht und das Bodenwasser nebst den in diesem
gelosten Mineralstoffen. Die Mineralien subsumiere -ich im fol-
genden der Kiirze wegen einfach unter dem blossen .Worte
»Wasser<8:. Auch soil im folgenden eine dauernde Anwe-
senheit eines genugenden Quantums von Warme, Licht und
Wasser voralisgesetzt werden, uzw. eines Quantums, durch
welches die periodischen Mangel und Bberfliisse an diesen
Wachstumsfaktoren eben ausgeglichen werden.

Die erwahnten drei Wuchskrafte wiirden jedoch w i r-
kungslos bleiben auf das Wachstum, wenn der Baum kei-
nen Wurzelkorper hatte sowie ebenfalls kein Blattvermdgen
und keine meristematischen Zellen in seinem Inneren. Dies sind
naml. eben so notwendige Vorbedingungen fiir das Wachstum,
'Wie die genugenden Mengen_von Warme, Licht und Wasser.
Der gesamte Kraftbetrag Si wird also umso grosser sein, je
aktiver sich stellen sowohl die Wurzeln als auch die Blatter und
ebenso die meristematischen Zellen des Kambiums. Die Aktivi-
tat dieser drei .Organismen bezw. Gewebeformationen -wird
sich jedoch (bei sonst gleichen Umstanden) umso hoher stel
len, je grosser das V o 1 u m e n derselben ist, also sowohl das
yolumen der Wurzeln (vi) als auch dasjenige der Blatter (va)
und zuletzt-auch dasjenige des Kambiums-(vs).

Jetzt fragt es sich nun, in welche'r Form sollen denn
diese drei Proportionalitaten ausgedruckt werden. Aus der Tat-
sache, dass das Wachstum nicht mdglich ware, wenn auch nur
■einer der gesagten-.-Organismen (Formationen) .verschwinden
wurde, ergibt sich won selbst, dass zwischen dem gesamten Kr.af.tr
betrage Si und den gesagten Organismen die Relation (3) be--
stehen muss (wo unter und q^ die sogen. Proportiohali-
tatskonstanten verstanden werden).
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Es ist leicht einzusehen, dass sowohl vi als auch V2 und V3
in Teilen der gesamten ""oberirdischen Baummasse (>?) ausge-
driickt werden kann. Doch muss dabei beriicksichtigt werden,
dass es sich hier (also unter der Bezeichnung vi) n i c h t eigen-
tlich um das Volumen des g a n z e n Wurzelkorpers handelt,
sondern lediglich um das Volumen der sogenannten W u r z e I-
h a a r e, die ja bekanntlich (mit ihrem Gesamtvolumen) einzig
und allein massgebend sind fur den gesamten Kraftbetrag Si-
Das Verhaltnis zwischen dem Gesamtvolumen dieser Wurzel-
liaare und dem Volumen des Baumes kann nun ausgedriickt
werden durch Formel (4), wo mi jedenfalls kleiner sein muss
nls 1, ja sogar auch kleiner a\s Vs.

Ganz ahnlich steht die Sache auch mit dem Volumen der
gesamten Blattmenge im Verhaltnis zur oberirdischen
Holzmasse [Formel (5)], wo also ebenfalls der Exponent unbe-
dingt kleiner sein muss als 1, ja sogar als H. Auch das Volu
men der Kambialschichte (des Kambiummantels) hat einen ahn-
lichen Ausdruck [Formel (6)] und dazu mit einem ahnlichen, von
1 jedenfalls kleineren Exponenten. Die Formeln (4) bis (6) in
Formel (3) eingesetzt ergeben Formel (7) oder, vermittelst der
Ausdriicke unter (8), die vereinfachte Formel (9), wo m varie-
ren kann zwischen 1 und 2, ohne jedoch diese Grenzen erreichen
zu konnen.

Zur Gruppe der hemmenden Krafte gehoren bekannt
lich in der Hauptsache allerhand schadliche Einfliisse des anor-
ganischen und organischen Charakters. Das Anwachsen dieser
.Krafte steht offensichtlich in keinem direkten Verhaltnisse
zum Volumen selbst, sondern zur Z e i t. Wie im vorigen Fal-
le, so, werde ich natiirlich auch hier kontinuierliches
Geschehen voraussetzen und namentlich:

1.) Sowohl die Gesamtzahl der hemmenden Einfliisse als
-auch deren Einzelkraft wachst im Sinne einer Linear funk-
tion.

2.) Beides wachst im Sinne einer Exponentialfunk-
tion.

3.) Beides nimmt nach einem dritten Gesetze zu, welches
^ine Art von Obergangsstufe zwischen den ersten zwei Gese-
tzen darstellt.

Im ersten Falle (L i n e a r. funktion) wird vorausgesetzt,
dass das junge Baumindividuum in jedem nach seinem Austrei-
ben (Aufkeimen) erfolgten Zeitmomente von einer gleichen
Anzahl (a) schadlicher Einfliisse 'heimgesucht wird. Im. x'^"
Momente wird nun also deren ax an dem Baume beteiligt sein.
Die erste (alteste) a-Gruppe hat dabei eine Kraft Sx ini Sinne
der Gleichung (10), die naehst jiingere eine solche-im Sinne der
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solche im Sinne der Formeln (12). In der Richtung von der
letzten bis zur ersten nehmen also auch die gesagten Krafte li
near zu (vergl. die Abbildg). Wenn die erwahnten Zeitmomen-
te noch kurzer gedacht waren, bis eben alle Ordinaten (si, S2»

. mit Einschluss der allerkleinsten) einfach zusammenflies-
sen, so ware die gesamte, im Sinrie der Gleichung (13) gedach-
te Kraft Ss gegeben-einfach durch die Flache des Dreieckes
OPR- Ihr Betrag w;are somit gegeben durch Formel (14).

Wird jetzt die Anzahl schadlicher Einflusse sowle auch der
betref^enden Kraftbetrage als im Sinne einer Exponential-
funktion zunehmend gedacht [Gleichung (15) mit n<l]> so er-
gibt sich vermittelst'der Formel (16) die Gesamtkraft S2 eben-
falls in Form einer Exponentialfunktion [Formel (17)] . Was
nun die Geschwindigkeit der Kraftzunahme nach die-
ser Formel anbelangt, so ware dieselbe weit grosser als- dieje-
nige, die sich aus Formel (14) ergeben wiirde. Nicht so gross
wie im Falle der Formel (17), grosser jedoch als im Falle der
Formel (14) ware die gesagte Geschwindigkeit, wenn man sich die
Gesamtkraft S2, als im Sinne einer P o t e n z funktion zuneh
mend denkt, also im Sinne der Gleichung (18) mit Dies
ware also die oben (Punkt 3) erwahnte Ubergangsform zwi-
schen den beiden erwahnten Extremformen.

Werden jetzt die Formeln (9) und (17) in Formel (2) ein-
gesetzt, so ergibt sich mit Hilfe des vereinfachenden Ausdru-
ckes (19) die Gleichung (20). Deren Integration ergibt unmit-
telbar den Ausdruck (22) mit r als Integrationskonstante. Mit
Hilfe der Gleichung (23) ergibt sich'hieraus der Ausdruck (24)
und fiach Gleichstellungen uriter (25) endlich der Ausdruck-(26),
d. h. die bekannte MITSCHERLICH'sche Wachstumsfunktion.
MITSCHERLICH hat sie 1919 hergdeitet auf eirte, scheint mir,
in den Fachkreisen nicht eben gebilligte Weise. Eine aiisfiihrliche
Besprechung derselben, nebst auch der MITSCHERLICH'schen
Methddik in bezug auf deren Herleitung, befindet sich in der er
wahnten PESCHEL'schen Schrift.

Setzt man in (2) die Ausdrucke (9) und (18) ein, so ergeben
sich die Differential-bezw. Integralgleichungen (27) und (28)'so-
wie das unmittelbare Integrationsresultat (29) mit C als Integrati-
.onskonstante. Mit Hilfe der Identitat (30) ergibt sich hieraus der
Ausdruck (31) und hieraus zuletzt mit Hilfe der vereinfachen
den Ausdrucke (32) der Ausdruck (33), d. h. meine allgemei"-
ner'eTorm def' Wachstumsfunktion sowie auch ihre Neben-
■form (33 a).

Unter der Bedingung d'=l vereinfacht, sich diese, in meine
ebenfalls bereits bekannte einfachere Funktionsform ■ (35). Mit



389

Riicksicht auf den,- aus der vorletzten in (32) befindlichen Glei-
chung sich ergebenden Wert n~^ ist nun diese letzte Funktion
identisch mit derjenigen, die sich aus Formel (2) ergeben' wur-
de nach Einsetzen der Formeln (9) und (14). Urn sich davon zu
iiberzeigen, braucht man nur die Exponenten in (18) und (14)
mit dem eben angefiihrten /^-Betrage zu vergleichen. Daher ist
eine besondere Herleitufig der Funktion (35) in der - oben be-
folgten Weise nicht erforderlich.

Wie also ersichtlich, die Funktion -(33) mit ihren 4 P.ara-
metern erweist sich so ziemlich als ein Mittelweg zwi-
schen den beiden sie umgebenden dreiparamefrigen Funktionen
(26) und (35). Sonst ist aus dem ganzen obigen Gedankengange
zu ersehen, dass alle diese drei Funktionen, die von PESCHEL
als • thebretisch g u t e Wachstumsfunktionen bezeichnet wer-
den, sich eigentlich auf einem Verhaltnisse der beiden
kontraren Kraftegruppen griinden, und nicht auf defen 0 b e r-
lagerung (Superposition). Oberhaupt glaube ich sagen zu
diirfen, dass das Prinzip der Oberlagerung positiv und negativ
hingenommener Krafte nicht hier zu giinstigen Resultaten
fiihren kann.


