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A) UVOD.

Visina, debljina i drvna- sadrzina (drvna masa) pojedinog
stabla ili prosjecno i cijele sastojine povecava se (raste) tokom
vremena, naravski uz izvjesne (zimske i nocne) stahke. Iznos
povecanja, koji nastane u izvjesnom intervalu vremena, naziv-
Ije se prirastom.

Rastenje spomenutih dimenzija doticno drvne sadrzine tra-.
je kod pojedinog individua sve dotle, dok za to postoje bio-
loski uslovi, t. j. u prvom redii potpunost i vitalnost terminal-
nih i perifernih organa stablovih. S obzirom na ovo poveca-
vanje tokom vremena izlazi (kod pojedinog individua) svaka od
spomenutih velicina kao izvjesna, svakako ali kontinui-
t e t n a funkcija vremena doticno starosti stabla. Kontinuitetna
je ova funkcija zato, §to fiziolosko rastenje, samo po sebi, ni-
kako ne spada medu procese, koji pocinju i (bez naprasitog
umjesavanja u zivot stabla) prestaju iznenada ili koji bi u svo-
me toku pokazivali iznenadne i ostro prekinute skokove.

Ali kako se rastenje, pa prema tome i priraiscivanje rnora
ipak da m i j e n j a tokom vremena, to ovo svojstvo kontinui-
tetno-funkcionalne zavisnosti od vremena pripada naravski i
prirastu. Tek pri torn izmedu same visine, debljine i drvne mase
kao funkcije vremenai, t. j.

y = fix) (1)

i njenbg prirasta kao takoder funkcije vremena, t.' j.

(2)

postoji razlika u toliko, sto je visina itd. osnovna, a njen
prirast derivirana funkcija vremena, koja se (kao sto
cemo jos vidjeti) izrazuje u formi kvocijenta.

Zapravo uzevsi, prirast u prvobitnom smislu rijeci nije
kvocijenat, vec sasvim obicna diferencija:

^y=yi—yi (3)

izmedu iznosa yi na pocetku i iznosa y-z na koncu izvjesne pri-
rasne periode, koja zapravo (najopcenitije uzevsi) moze da
bude sasvim povoljno dugaicka doticno kratka, pa naravski i
beskonacno kratka. U zadnjem slucaju mora dakako i iznps
prirasta da padne ispod svake mjere, t. j. da se beskonacno pri-
blizuje-nuli kao granicnoj vrijednosti. Kako u tom slucaiju ne
moze uopce da bude govora o kakvoj bilo izmjeri prirasta, to
se uvijek onda, kad imamo zelju da izvj€sni konkretni iznos
prirasta bas utvrdimo (vise manje pouzdano), moramo nuzno
da ogranicimo na konacne intervale vremena.
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S obzirom na izvjesne (poznate) okolnosti moze kod sta-
bala da kao najmanji, jos nekako ustanovljivi, iznos pri'rasta
dode u obzir redovno samo puni jednogodisnji pri-
rasni iznos. Prema tome i kao najmanji interval vremena, koji
prakticki moze kao prirasna perioda jos da dode u obzir, vazi
redovno tek puna jedna godina. No iz poznatih nekih razloga
(i tehnickih i ekonomskih) izlazi u pravilu i puni jednogodiS-
nji interval vremena kao prirasna perioda zapravo nedovoljne
jos duzine. Stoga smo redovno prisiljeni da i cijeli jednogodis
nji iznos prirasta ustanovljujemo ne sam za sebe i u formi
spomenute obicne diferencije, vec kao prosjecni godisnji
iznos unutar izvjesne periode znatno duze od jedne godine, da
ga dakle ustanovljujemo u formi kvocijenta:

-

gdje vremenska diferencija iznosi obicno 10 i rijetko kada ma-
nje od 5 godina. Prakticna provedba ustanovljivanja godisnjeg
prirasta u sumarstvu zapravo se dakle tako reel uopce ne osvr-
de na jednadzbu 3, vec samo na jednadzbu 4, pa prema tome i
na prirasne periode znatno duze od jedne godine. No ipak ako-
se radi o tome, da se sam t o k prirascivanja utvrdi a n a 1 i-
t i c k i, t. j. u smislu jednadzbe 2, ne mozemo a da svaki poje-
dini interval vremena (Ax) ne skratimo do u beskonacnost,
pri cam. on dobiva poznatu oznaku c^A:(diferencijal vremena),
dok njemu pripadni (takoder beskonacno maleni) iznos fak-
ticnog prirasta dobiva sada oznaku dy (diferencijal funkcije,
osriovne naravski). Jednadzba 4 poprima uz taj uslov poznati
oblik:

=  (5)

koji zapravo nije drugo, vec detaljizirani oblik jednadzbe 2.
Kvocijenat sadrzan u jednadzbi 5, tzv. diferencijalni kvocijenat
(derivacija) osnovne funkcije, ma da je sastavljen samo od
beskonacno malenih velicina, moze ipak' da biide konacan,' kao
sto to redovno i biva (osim u prvom momentu stablova zivota
ili za vrijeme tzv. vegetacione stanke). On stoga moze da pred-
stavi puni jednogodisnji iznos prirasta, samo naravski na na-
cin obrnut, nego li je to slucaj kod jednadzbe 4. Prema jed
nadzbi 4 izlazi naime jednogodisnji prirast kao posljedica ras-
tenja tokom vremena znatno duzeg od jedne godine, dok pre
ma jednadzbi 5 izlazi on kao posljedica rastenja tokom vre
mena beskonacno kraceg (razmjerno uzevSi) od jedne godine.
U prvom je slucaju prema tome racunski iznos jednogodisnjeg
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prirasta velicina nepodvrzena promjeni tokom izvjesnog broja
godina, dok u drugom slucaju izlazi on — sve i unutar gra-
nica jedne te iste godine — kao vanredno varijabilan, vec pre-
ma intenzivnosti (doticno postojanju ili nepostojanju) raste-
nja u pojedinom diferencijalu vremena.

Prema tome godisnji prirast prema jednadzbi 5 izlazi kao
prirast, koji je doduse nastao tek u jednom (ovom ili onom)
diferencijalu vremena, ali kojega je iznos preracunan na
j'edinicu vremena (jednu godinu). S obzirom pak na
beskonacnu kratkocu pojedinog diferencijala vremena srnatra
se u duhu diferencijalnog racuna, da je taj preracunani iznos
prirasta dospio (uslijedio) bas tocno u onoj tacki vremena (x)»
iza koje neposredno slijedi doticni diferencijal vremena. Taj
na vremenski interval od jedne godine preracunani (povecani)
iznos prirasta mijenjai se dakle svakog pojedinog momenta.
On drugim rijecima tece besprekidno, pa mu zato zapravo pri-
pada naziv tecajni godisnji besprekidni prirast za
razliku od teCajnog godisnjeg prekidnog prirasta,
koji se mijenja samo od godine do godine i pozna-t je pod ne-
potpunim nazivom »tecajni godisnji prirast«.

Jednostavni matematicki izraz ovoga posljednjega sadrzan
je u jednadzbi 3, dok mu analiticki izraz izlazi iz jednadzbe 5
i glasi:

Ay ̂  j f (x) dx (6)

gdje xi oznacuje starost stabla na pocetku, a X2 starost stabla
na svrsetku pojedine iz zivota stablova bas u obzir uzete go
dine.

Ma da, kao sto rekoh, zbiljna krivulja rastenja kod poje
dinog individua ne moze da bude diskontinuitetna, ipak je ona
oblikom svojim takova, da se u svim svojim detaljima nikako
ne da obuhvatiti ma kakovom analitickom jednadzbom, koja
bi — recimo — visinu stabla u kojojgod tacki njegova zivota
sasvim strogo povezivala u funkcionalni odnos sa vremenom
kao nezavisnom varijabiiom. Nije to moguce iz ovih razloga,

1. Zbiljna krivulja rastenja ima zapravo (radi mirovanja
vegetacije u zimsko i nocno doba)-stepenicast oblik, i to dvo-
struko stepenicast, t. j. i sa dnevnim i sa godisnjim stepeni-
cama, kojima su uglovi naravski zaobljeni, a povezne linije iz-
medu dnevnih horizontala nagnute i krivuljaste.

2. I sirina i visina pojedinih tih stepenica (i dnevnih i go-
disnjih), jednako kao i forma spomenutih poveznih linija, pod
uplivom je ogromnog mnostva raznih i nutarnjih i vanjskih
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cimbenika (n. pr. sad povoljnijih, sad opet nepovoljnijih atmos-
ferskih i uopce prehrambenih prilika, sad raznih oboljenja i
eventualno potom ozdravljenja itd. itd.) kao i raznih njihovih
povoljnijih ili nepovoljnijih kombinacija. Radi toga je i sirina
i visina pojedinih tih stepenica, jednako kao "i forma spome-
nutih poveznih linija, vanredno nestalna, i to tako da se apso-
lutno ne da uzeti ni u kakav racun.

S obzirom na ove okolnosti, a jednako i s obzirom na neiz-
bjezive pogreske mjerenja (kojih je utjecaj skopcan sa slicnim
posljedicama), ne moze dakako o p r a v o j »jednadzbi (funk-
ciji) rastenja« da bude ni govora. To medutim jos ne znaci
pptpunu nasu nemoc s obzirom na analiticku definiciju toka
rastenja. Nas uostalom sa ekonomskog gledista ni ne intere-
suje bas fakticni razvoj svakog pojedinog in-
d i V i d u a, pa jos u intervalima vremena sasvim kratkima. §to
nas interesuje, to jeprosjecni individuaini razvoj unutar
•cijelihskupina stabala doticno cijelih sastojina kao i pre-
ma godisnjim prosjecima unutar intervala znatno vecih od jed-
ne godine. Za taj je pak razvoj poznato iz iskustva, da se fak-
ticno vec dade predstaviti prilicnd jednostavnom y- krivuljom,
kao sto je npr. ona na slici 1, koja predstavlja tok rastenja u
visinu i kojoj je krivulja sadrzinskog rastenja posve analogna.

Krivulja rastenja na si. 1 nacrtana je prema — na iskustvu
•osnovanim — podacima prof. Guttenb'erga (iz pregleda
literature vidi br, 16, str. 45). Ona, kao sto vidimo, pokazuje,
da rastenje visine i sadrzine pocinje sa iznosom>'=0 (u starosti
jc = 0), da je pocetni smjer toga rastenja tangencijalan na aps-
cisnu OS, da je zatim do izvjesne starosti rastenje ubrzano, da
nakon toga prolazi kroz tzv. infleksionu tacku i biva zatim sve
vise usporeno. Ovaij zadnji dio krivulje mora da se konacno
zavrsi u smjeru paralelnom sa apscisnom osi.'

Krivulja prirascivanja, koja (s obzirom na visinu i
sadrzinu) izlazi iz prosjecne krivulje rastenja, ima u glav-
nom oblik krivulje y' na slici 1, nacrtane takoder prema spo-
menutim podacima. Ona dakle, kako nam^ to redovno pokazuje
iskustvo, izlazi iz ishodista koordinata u smjeru tangencijalnom
na apscisnu os, tece zatim spocetka konveksno (sal konveks-
noscu, kod visinskog prirasta, kadsto i sasvim neprimjetljivom),
a onda konkavno prema toj osi, pri cem u izvjesnoj vremen-
skoj tacki postigne kulminaciju. Nakon toga iz konkavnog
smjera prelazi pomalo opet u konveksni i na kraju krajeva
ulazi pomalo u samu apscisnu os — i to u smjeru tangencijal
nom na tu OS.

Ova' krivulja ima prema tome jednu kulminacionu i" dvije
infleksione tacke (vidi G u"t t e n b e r g, isto djelo, str. 17-, 18),
dok krivulja rastenja nema prave kulminacione tacke, jer se

■OLASNIK ZA SUMSKE POKUSE 13
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zavrsuje u smjeru paralelnom sa apscisnom osi. Inace krivulja
y' pokazuje jednu narocitu karakteristiku, a to je asimetrija
prema ordinati kulminacione tacke.

wa

2>So

360
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3^0

320

300

2S0

z6o

xOo

2iO

XOQ

■/60

■ff/Q
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\0SO 7^,
00 3o
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iOzo

^0 fto 30 so yo- 90

Napomenutim krivuljama bile bi potpuno slicne i krivulje,
sto ih prosjecno pokazuje rastenje i prirascivanje debljine,
kad bi se ova velicina mjerila bas tocno pri zemlji. No kako se
iz poznatih vaznih razloga debljina mjeri obicno u visini prsijti
(1.3 m iznad zemlje), to se doticne krivulje ne mogu da od-
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nose na cijeli zivot stable (i na najraniju mladost), pa nisu sto-
ga potpune. Ipak i one unutar onoga vremena, za koje uopce
mogu da dodu u.obzir, pokazuju (kao sto je poznato) punu
analogiju sa spomenutim vec krivuljama (visinskim i visinsko-
prirasnim doticno sadrzinskim i sadrzinsko-prirasnim) izu-
zevsi naravski jedino prvi pocetak ovih dviju vrsti potpunih
krivulja. Toga radi (s obzirom na ovaj izuzetak) analiticki za-
kon, koji moze da okarakterise rastenje visine i sadrzine, ne
mo^e da se sasvim bez daljnjega protegne i na rastenje deblji-
ne, vec mora u tu svrhu da se ponesto modificira. O toj modi-
fikaciji bit ce govora pri kraju ove radnje, dotle pak ogranlcit
cu se pri istrazivanjima o analitickom obliku zakona rastenja
samo na rastenje (i prirascivanje) visine i sadrzine. .

Oblik krivulja rastenja i prirascivanja, kako se on pro^
sjecno ocituje kod sumskih stabala i sastojina i kako on danas
vazi kao (u prosjecnom pogledu naravski) ispravan, poznat je
vec pred vi§e od pola stoljeca. Pitanje pak, kakove bi j e d-
nad^be mogle da prosjecni tok rastenja i prirascivanja oka-
rakterisu sto potpunije i bolje, interesuje sumarske strucnjake
(sa vecim ili manjim prekidima) vec kojih sto godina. Karl
Breymann (br. 1, str. 60 i d.) veli, da su se sumarski struc-
njaci vec prije 1837. godine bavili s pitanjem zavisnosti pri-
rasta od starosti. Navodeci neke od tih funkcija dokazuje
Breymann njihovu neispravnost, te postavlja i obrazIaSe
novu jednu, danas medutim bespredmetnu funkciju.

Daljnje publikacije sumarskih strucnjaka, koje se bave
ovim pitanjem, navedene su pod rednim brojevima 2—23 spo-
menutog pregleda, koji naravski nema pretenzija na posve-
masnju potpunost.

Ni danas jos nije spomenuto pitanje sislo sa dnevnoga re-
da, a u novije doba poceli su njime da se bave i agronomi, pa
cak 1 cisti biolozi (br. 25—37). Sa izvjesnim prekidima prouca-
vam i ja ovo pitanje vec duze vremena, pa sam 1930. godine
(br. 24) objelodanio u torn pogl-edu jedno prethodno saop6enje,
u kojem sam (bez izvodenja) priopcio jednu »jednadzbu raste-
nja« i ujedno demonstrirao njenu prilagodljivost na konkretan
jedan tok rastenja. Sada medutim hocu da obuhvatim cijelo
ovo pitanje iz temelja, pa cu pri tqm morati da se pozabavim
i sa poznatim vec jednim zakonom, koji sa zakonom, sto cii ga
ovdje razviti, stoji u izvjesnoj rodbinskoj vezi.
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B) FUNKCUE PRIRASCIVANJA.

I. OSNOVNA FUNKCIJA -

1. Izvod.

Krivulja rastenja, kako je prikazuje si. 1, znatno je
jednostavnija od krivulje prirascivanja, a ipak nam za
direktan i samostailan izvod njene jednadzbe manjka zapravo
svaki oslonac. Naprotiv se jednadzba prirascivanja dade izvesti
direktno, strogo i u potpunosti vec sama za sebe i to na bazi
spomenute cinjenice, da krivulja prirascivanja izlazi iz aps-
cisne osi (iz ishodista koordinatskog) i da se opet u nju pot-
puno V r a c a (na kraju zivota stablovog doticno sastojinskog).
Iz te cinjenice izlazi naime jedna vazna posljedica, t. j. da sve
(teoretski uopce moguce) prve derivacije prirasne krivulje,
dakle:

/■ = /"«= ̂  (7)
koje jedna za drugom slijede pocevsi od lijevog kraja krivulji-
nog (od ishodista koordinatskog) pa sve do njene kulminacije,
imaju p o z i t i v a n predznak, a sve ostale (t. j. odatle pa do
desnog krivuljinog kraja) da imaju negativan predznak.
Kad to vazi za krivuljine derivacije (diferencijalne kvocijente),
onda vazi i za njene diferencijalei(t/y), posto svi — medusobno
jednaki — diferencijali vremena mogu da budu samo pozitivni.
A kako je suma svih pozitivnih diferencijala krivuljnih (kojih
naravski, kao beskonacno malenih, ima beskonacno mnogo)
isto tako velika kao i suma svih negativnih njenih diferenci
jala, jer je naime i jedna i druga jednaka maksimalnoj ordina-
ti krivuljinoj, to suma obiju tih suma mora naravski da bude
jednaka nuli. Ako prema tome pojedine (medusobno besko
nacno blize) ordinate krivuljine, pocevsi od lijevog pa do des
nog njenog kraja, oznacimo redom sa^^i'. J*'" » onda iz
recenoga izlazi jednadzba:

a iz ove i druga, s ovom inace potpuno identicna, t. j.

(y,'Y X, dx + ■ ■ ■ +
(yiT X, dx

(y;,) -*^11 dx
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gdje p moze da bude ma koji realni i konacni broj (pozitjwui
ili negativni, cijeli ili slomljeni), ukljucivsi ovamo i nulu.

Obje ove jednadzbe vaze bezuslovno za svaku kriviiiljii
Icoja i izlazi iz apscisne osi i opet se u nju vraca, bez obz^^a da
li je krivulja prema maksimalnoj ordinati (pozitivnoj naray-
ski, jer ovdje mo2e dai bude govora samo o pozitivnipi
natama) simetricna ili asimetricna kao i bez obzira na po?.
lozaj ordinatne osi, t. j. da li ova prolazi bas kroz sambi^izV^^
ziste krivuljino iz apscisne osi ili kroz kojugod drugli .Scfiu
krivuliinu (t. j. izmedu oba njena kraja). ssoiii

,  . X- '1 ^§00713Ml cemo ovdje prethodno suponirati: y|g

1. da je krivulja simetricna prema maksimalnoj* svojoj^b'r^
dinati;

2. da se ova ordinata nalazi bas u samoj ordinatnoj osi.
U tu svrhu podvrci cemo posljednju jednadzbu uslovu, da

svi njeni slomljeni faktori budu medusobno jednaki, t. j. .da
svaki od njih (oznacen opcenito, bez indeksaV bli^ jfecinakj^z-
vjesnom od nule razlicitom, konacnom i kons|^^^j|gm1;^poiu^

92 il ivfita

(9)
dx

U torn slucaju iz jednadzbe 8-a izlazi neposredno jed-
nadzba:

{v,yx, dx + ■ ■ ■ + Bb9.c?

koja fakticno i vazi strogo u slucaju funkcija (krivulja) simet-
ricnih prema ordinatnoj osi. Uz supstituSiju:

P = 1 — 7.-32-m9[0/[
I Mob ,(^—) 1 ("o-r) aoinsTfi

slijedi iz jednadzbe 9 jednostavna diTfe^gticijaW^^ednadgbao-'ri
^2G-iiiq GjbMnifl Blid id oT

J .iirnbMsra Bmsiq srbiTJsmia Bjjd
o-trofiJI) ,ff?)

gdje r u smislu spomenutog og[^?iiei^kj^"2k iZiiO'BS nlo^d^da
zauzme kojugod realnu vrij€diT51ti^pbz^tiVrilPiiliq'b6'gativiTii)',
iskljucivsi jedino nulu. Mi cefricP'ipgkJ-l^ffafliciti ^iisb'fn'o9ffe 4id>
nacne vrijednosti. .9[iuvnM [ciM iv9[il bh orboJ

Integracijom zadnje jedp^bgq ien^jnjipetje^a^^^ynim
transformacijama dobiva ^sqi 9[Bb sno man iIb ,omis93 9[bvo

jj[ijpkihab ss .[ .3 .B[!iD 9Dun
fi(p-:BpMB^ir=?0([)--:BhMB^if^ ogoi'ls •9i.lUVhM«3n(I3)

\  ̂ ' tuMildo u i 92iq



198

ffdie ie c integraciona konstanta. Nju cemo ograniciti na iznose
razlicite od nule i konacne, ali sa predznakom jos neodre-
denim.

Svi dakle parametri ove zadnje jednadzbe imaju jos neod-
redene predznake, pa bi u torn pogledu mogla a priori da ̂se
ocekuje mogucnost raznih kombinacija. No kako y nioze,
kao sto rekoh, da bude samo pozitivno, to se iz prvog jednadz-
binog faktora vidi vec na prvi pogled, da u slucaju pozitivnog
r moze i c da bude samo pozitivno i obrnuto: u slucaju nega-
tivnog T mora da bude negativno i c- Mi cemo ovdje uzeti sa
mo prvi slucaj, t. j. pozitivne vrijednosti za r 1 C- Stavi li se
sada X = 0, onda iz zadnje jednadzbe izlazi:

y'-iTj
t. j. iznos, koji u smislu obiju nasih osnovnih supozicija mora
da bude veci od ma kojeg drugog y'- iznosa. Otud pak (a s ob-
zirom na jednadzbu 13) slijedi, da k mora svakakc da bude ne
gativno. Stavi li se dakle:

= a 1
\  (15)r

2c
_ = — p-
ti J

onda jednadzba 13 dobiva sasvim jednostavni oblik:

^' = "(■"51
prema kojem se x moze da giblje izmedu konacnih i jednakih
granica (-hg) i (—g), dok y' zauzimlje pri tom dva puta sve
moguce vrijednosti izmedu o i a-

To bi bila funkcija prirascivanja, kad bi prirasna krivulja
bila simetricna prema maksimalnoj svojoj ordinati, sto medu-
tim (kao sto vidjesmo) nije slucaj. Okolnost, da se maksimalna
ordinata premai toj funkciji nalazi bas u samoj ordinatnoj osi,
sasvim je sporedna s obzirom na laku mogucnost transforma-
cije funkcijine s pomocu nove ordinatne osi postavljene bas
tocno na lijevi kraj krivulje.

Jednadzba 16, sama po sebi, nije dakle one, za cim mi
ovdje tezimo, ali nam ona. daje ipak cvrsto uporiste za postig-
nuce cilja, t. j. za dedukciju funkcije, koja o asimetriji pri-
rasne krivulje strogo vodi racuna. Ona naime moze da se na-
pise i u obliku:
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Ttoji uz izvjesne, sasvim neznatne izmjene u pogledu parame-
tara poprima opcenitiji oblik, sposoban isto tako za karakte-
rizaciju krivulja asimetricnih kao i krivulja simetricnih. Po-
trebno je u tu svrhu samo to, da se parametri g i r u drugom
binomskom faktoru zadnje jednadzbe oznace u principu kao
razliciti od onih u prvorn binomskom faktoru, pri cem zadnja
Jednadzba poprima formu:

■opcenitiju, kao sto rekoh, od forme predasnje. Opcenitija Je
o,na u toliko, sto u principu vazi za krivulje asimetricne,
moze ujedno da bude primijenjena i na krivulje simetricne, pri
cem vec eo ipso, t. j. skroz automatski, dolazi do isceznuca
:gornjih razlika u istoimenim parametrima.

Smjer i stepen asimetrije, a isto tako i polozaij maksimal-
ne ordinate prema ordinatnoj osi moze prema jednadzbi-17 da
'.bude vrlo razlicit. Zavisi to o konkretnim iznosima parame-
tara, koji naravski mogu vrlo da variraju, ali prema dosada--
njim pretpostavkama moraju ipak svi da budu pozitivni.

Pri izvodu funkcije 16 suponirali smo, da se. maksimalna
ordinata krivuljina nadazi bas u samoj ordinatnoj osi. Prema
tome i ta funkcija sadrzi izricito isti taj princip, dok naproliv
funkcija 17 dopusta, kao sto rekoh, i drugaciji polozaj maksi-
malne ordinate. Mi cemo ipak i za nju prihvatiti onaj raniji

■princip, t. j. koincidenciju maksimalna ordinate sa ordinatnom
osi, Jer samo uz taj uslov moze funkcija 17 da se kasnije trans-
formira sasvim po volji, vec prema potrebi pojedinog kon-

!kretnog slucaja.
Prije ma kakove transformacije treba dakle gornja funk-

'cija da ima spomenuto kardinalno svojstvo, t. j. da joj se kul-
•minaciona tacka nalazi bas u samoj ordinatnoj psi. No sta otud
izlazi u pogledu parametara funkcijinih? Do bismo odgovorili
na ovo pitanje, treba najprije da utvrdimo izraz za apscisu
'kulminacione tacke funkcijine. Utvrditi ovaj izraz znaci, kao
•sto je poznato, diferencirati funkciju po jc, zatim taj diferen^
•cijalni kvocijenat staviti jednakim null i onda ovu zadnju jed-
-nadzbu rijesiti po x- Na taj nacin, t. j. putem jednadzbe y" = d.
nzlazi iz funkcije 17 jedno jedino rijesenje za x, t. j.

,(18)
~r

iStavi li se sada x = o, onda odoviid izlazi:



200

9\

a odovud dalje:

9x 9i

(19>

(20>

Ako dakle kulminaciona tacka funkcijina pada bas u samu
ordinatnu os (a: =o), onda granicni i eksponentski .parametri
funkdjini stoje jedni prema drugima u propordji odredeno]
jednadzbom 20. S pomocu ovoga normalnog odnosa izmedu
parametara mozemo vec iz samog pogleda na funkciju 17 (a na
,osnovi konkretnih iznosa za gi i ga) lako da prosudimo, koji
ogranak krivulje ima da bude dud, a koji krad: da li onaj s li-
jeva od ordinatne osi ill onaj s desna. Obrnuto pak, vec prema
obliku krivulje y' na si. 1 mozemo odmah lako da konstatu-
jemo, da bi kod prirasnih krivulja (ako bismo kod njih ordi
natnu OS postavili bas kroz samu kulminacionu tacku) imalo
da biide go > pa prema tome (i to u istom omjeru) tako-
der Ts > Ti.

Zornog prikaza radi uzmimo npr. za parametre funkdje

17 iznose: a = 100, = 2, = 4, r«_ = 5, — 10. U. priloze-

noj tabeli 1 slozene su pregledno glavnije koordinate funkci-
jine, dok si. 2 daje graficki prikaz njenog toka.

Tabela 1.

X y X y' X X X y'

— 4 0-0 — 1 90-6 + 2 73-7 + 5 15-8 + 8 - 0-3

- 3 23-2 0 100-0 + 3 51-5 + 6 6-4 + 9 o-or

— 2 62-2 + 1 92-3 + 4 '31-1 + 7 1-8 + 10 0-00

• Funkdje 16 i 17 postavio je svojedobno (1895. god) vec
•engleski statisticar K. P e a r s o n, all u sasvim druge svrhe, na
.sasvim drugoj bazi, pa prema tome i uz sasvim drugaciji nacin
izvodenja. Doticne njegove izvode donosi (jamacno u skrace-
noj formi) prof. C z u b e r na str. 25—29 djela navedenog pod
br. 38.'

Funkcija 17 moze sada lako da se transformira ne samo
cu prvu narednu .formu,'koja je za nas-ovdje od direktnog in-
teresa, vec i u jos neke forme, kojih krivulje ne samo da po-
kazuju asimetriju prema maksimalnoj ordinati, vec i izlaze iz
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samog ishodista koordinatskog, pa imaju prema tome punu
analogiju sa y'- krivuljom na si. 1. Uzme li se naime ova funk-
dja u razmatranje s obzirom na ordinatnu os Ys' postavljena
lijevo od prvobitne osiCKi') i to u udaljenosti od ove (si. 2),
onda iz nje neposredno izlazi:

di 9i
(21).

Odovud pak nakon nekoliko jednostavnih operadja izlazi
dalje:

,, „ g (gi + ^r, {1
9x '''9/'y " "'" ^' 9x 92

(22>

a odovud uz pojednostavnjenja odnosno zamjene:
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a (ffi + ^ ̂

n = B

9i 92 — ^
r^ = D

(23)

"izlazi napokon:

y-^A (24)

To bi dakle u principu bio oblik trazene funkcije prirasci-
vanja. Prema cijelom toku izvoda moraju i njeni paramenti svi
•da budu pozitivni. Iz n]e izlazi odmah na prvi pogled, da y'
mora da bude jednako nuli ne samo pri apscisi x =o, vec i pri
^pscisi X = C. Vremensko podrucje od O do C imalo bi dakle
nacelno da ukljuci u sebi sve karakteristicne pojave prirasci-
vanja.

Naravski da ova jednadzba, sasvim formaino uzeto, do-
•pusta za X i iznose vece od C, pa i iznose negativne. No ovi
iznosi apscisa ne dolaze za nas uopce u obzir, posto mi proma-
tramo samo ordinate unutar vremenskih granica O i C. Ta-
koder bi ordinate ovih besmislenih za nas apscisa bile uosta-
lom (kao sto je to vec u pogledu jednadzbe 17 istaknuo Czu-
"b e r, a jamacno vec i Pearson) najvecim dijeiom ima'ginar-
ne s obzirom na to, da oba eksponenta jednadzbina moraju u
pravilu da budu slomljeni brojevi.

2. Analiticka verifikacija.

Da jednadzba 24 moze potpuno da okarakterise prosjecni
tok prirascivanja, pokazat ce nam razmatranja njenih analitic-
kih svojstava. Ta se razmatranja svode u glavnom na prvu i
•drugu njenu derivaciju. Prva njena derivacija glasi;

.  . C.)

Uvrsti li se ovamo iznos x = 0, onda odovud izlazi ili
y" = 0 ili y" = «> ill napokon y" = A, vec prema tome, da 11

.^e B vece od 1 ili manje od 1 ili napokon = 1.
U prvom slucaju (B > 1) predstavlja funkcija 24 krivulju,

koja iz ishodista koordinata izlazi tangencijaino na apscisnu
OS, dakle krivulju, o kojoj je bilo govora pri spominjanju kri-
-vulje y' na si. 1. To je dakle slucaj, koji za krivulje prirasciva-
aija fakticno i jedini dolazi u obzir.
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U drugom slucaju {B < I) izlazila bi krivulja 24 iz ishodis-
ta koordinatskog u smjeru tangencijalnom na ordinatnu os, t.
j. pod pfavim kutem, dok bi u slu5aju B = 1 izlaz krivulje 24
iz ishodista koordinatskog bio pod izvjesnim siljatim kutem sa
iznosom A kao faktorom smjera. No ova dva slucaja, ma da
su po jednadzbi jos moguci^ ne dolaze kod prirasta zapravo
u obzir, pa se stoga neeemo na njih vise ni osvrtati.

Stavi li se x = C , onda uz uslov D > 1 , koji kod pri
rasta mora fakticno uvijek i da bude, izlazi iz jednadzbe 25 Iz-
-nos = O. U starosti C mora dakle krivulja 24 da se u aps-
cisnu OS povrati samo u smjeru tangencijalnom- na- tu- os- (radi
y" = O ), pa se dakle i u ovom pogledu krivulja 24 podudara
sa prirasnom krivuljom prema slici 1.

Stavimo li napokon vec a priori /' = O , pa fijesimo li
•onda ovu jednadzbu po x, onda iz nje'— kao glavno rijesenje
— izlazi za x izraz:

- =

"koji predstavlja apscisu jedine kulminacione tacke krivuljine.
Ako se naime ova apscisa uvrsti u drugu derivaciju funkcije 24,
koja glasi:

A  B-2/ *'\D-2r(i-^j \B{B-i)a-
— 2BC{B-\-D — \)x + {B-\-D){B'^D — \)x^ . (27)

onda za y'" izlazi iznos riegativan.

Osim spomenutog glavnog rijesenja po x dopusta jed-
nadzba y" ~ O jos dva takova rijesenja. To bi (naravski uz
spomenute uslove B > 1 i Z) > 1 , o kojima jedino vodimo i
racuna) bila rijesenja: x=0 i j"f=C . Uvrste li se (svaka za
sebe) u jednadzbu 27 ove dvije vrijednosti za x, onda (vec pre
ma tome, da li je B < 2 ili B = 2 ili pak B > 2 doticno
da li je D<2 ili D = 2 ili pak D>2) izlaze za y'" na do-
ticnim mjestima iznosi, prema kojima se u ishodistu koordinat-
skom doticno pri apscisi C nalazi ili minimum ili pak infleksi-
ona tacka, i jedno i drugo naravski u samoj apscisnoj osi dotic
no (u sluCaju infleksione tacke) sa samom tom osi kao tangeh-
tom krivuljinom.

Stavi li se napokon vec a priori y = O, pa rije§i li se
. onda ova jednadzba po x, onda iz nje izlazi za x dvovrijed-
nosni izraz:



koji odreduje apscise obiju infleksionih tacaka krivuljinih unu-
tar podrucja O < x < C. Ordinate tih tacaka jednako su
(kao sto vidimo) udaljene od maksimalne ordinate (sa apsci-
som prema jednadzbi 26), sto medutim ipak ne znaci, da bi ti
me krivulja 24 bila prema ordinati kulminacione tafke simetric-
ha, Ako se naime apscise obiju infleksionih tacaka uvrste jed-
na za drugom u spomenutu jednadzbu (24), dobit ce se za
dva razlicita iznosa, koji bas i jesu razliciti radi asimetrije
krivuljine.

Krivulja 24 bila bi -prema ordinati kulminacione tacke si-
metricna samo uz uslov B = D, koji ali za nas ovdje nikako
ne dolazi u obzir.

3. Gornja vremenska granica prirascivanja.

Funkcija 24 ima dakle, kao sto vidimo, sva karakteristicna
svojstva prirasnih krivulja i moze da prosjecni tok prirasciva
nja okarakterise pod kakvimgod mu drago eventualnostima.
S druge strane njezin parametar C oznacuje, kao sto vidjesmo,
gornju vremensku granicu prirasne aktivnosti dotiCno starost,
Koju sumska stabla — sudeci po cijelom njihovom^ razvoju
motrenom do izvjesne vremenske tacke — mogu vjerojatno
jos da dozive. Pokusao sam stoga, da na osnovi jednog kon-
kretnog niza prirasnih iznosa i pripadnih im iznosa starosti is-
pitam, do kojeg poprilici iznosa moze uopce da se popne spo-
menuti parametar.

Za aproksimativno rijesenje ovoga zadatka pdtrebno je,
da su nam poznata barem cetiri razna y'- iznosa zajedno sa
pripadnim im x ■ iznosima, jer (kao sto vidimo) jednadzba 24
sadrzi cetiri parametra, koji — uz-eti kao nepoznanice — mo
gu da se za konkretan kakav slucaj prirascivanja izracunaju
samo na osnovi najmanje cetiriju jednadzbi sa poznatim vri-
•jednostima za x i y'-

Izracunavanje ovih cetiriju parametara daje naravski mno-
go pouzdaniji rezultat, ako se izvodi po metodi najmanjih kya-
drata i to dakako na osnovi vecega broja koordinatskih pa-
rova, nego sto u jednadzbi ima parametara. No taj je postupak
•i mnogo duzi, narocito u ovom slucaju, posto jednadzba 24
jiije s obzirom na parametre, a ni uopce, linearna. S druge pak
strane meni se ovdje bas i ne radi o egzaktnom izracuna;
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nju i k tome jos svih spomenutih parametara, vec tek o to
me, da si pribavim pribliznu orijentaciju p spomenutoj granici.
Ja sam dakle u tu svrhu primijenio onu prvu t. j. jednostavniju
i brzu metodu, pa cu stoga ovdje da ujedno izvedem formulu
za izracunavanje spomenute grantee.

Postavimo li cetiri jednadzbe sa poznatim vec koordina-
tama( ), dakle:

" cj
D

y,' = Ax
B

B 1^1 — ̂

y,' = Ax,^ ~ ̂
(29)

onda iz njih medusobnom divizijom i potom logaritmovanjem
izlaze najprije slijedede tri jednadzbe:

1-^
Blog^+D log ^ = log ̂

•*^1 1 *^1 . yi
c

1_A
Blog — -\-Dlog

X,

1-^
B /Off |» + D log f = /Off

J  y\

(30)

Oznace 11 se poznati faktori ovih jednadzbi jednostavnijim
izrazima i to:

iog ̂  = ̂2; log = 712

log ^3 ; log ̂  = 1?3
yi

log ̂  = ̂4; log ̂
yi
= Vi

(31)
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onda sistem jednadzbi pod 30, uz daljnje pojednostavnjenje,.
dobiva oblik:

B§2 + Dhg = Vz

(32).Bh +

mi + Dlog = rii

koji dozvoljava. laku eliminaciju nepoznanica B  \' D. Elimini-
ramo li najprije B , onda izlaze jednadzbe:

D  log ̂  ^ — ̂3 log S = ̂2V3— h Vz ]
V  C — Xi o — n y J . (33).

D  /Qg_^ _ — h lOQ ̂  j = ̂2 '?4 — ̂4 j
a odovud medusobnim podjeljenjem konacna jednadzba:

O F C — ars n I ^ — ̂2^zlog hlog-Ti—— .. ^
^  §2V3 — P3 V2

a  , C — X4 „ C — X2 ~~ —
(34).

sa C kao jedinom nepoznanicom. Medutim se C ne da odovud
odrediti drugacije, nego tek postepenim kusanjem, pri cem se
u jednadzbu uvrscuju razne za C vec unaprijed suponirane.
vrijednosti, pa se na kraju kao najboija zadrzi ona, koja jed
nadzbu najbolje zadovoljava. Na taj nacin mozemo principijel-
no da se onoj vrijednosti za C, koja bi strogo odgovarala
dadenim koordinatskim parovima, priblizimo sa tacnoscu ko-
jomgod mu drago.

Ja sam ovo izracunavanje izvrsio na osnovi izvjesnih iz-
nos'a iz toka prirascivanja u visinu, sto *ga prema podacima'
prof. Guttenberga pokazuju smrekove sastojine 1. boni-
tetnog razreda u Tirolu. Kao sto rekoh ranije, na str.. 45 spo-
menutog svoga djela navodi Guttenberg kao tok raste-
nja srednje sastojinske visine na torn bonitetu, i to od decenija.
do decenija i do starosti od 150 godina, visinske iznose sabra-
ne (u decimetrima) u prilozenoj tabeli 2. Tok ovih visinskih iz-
liosa (3;) u zavisnosti njihovoj od starosti (a:) prikazuje (kao-
sto rekoh) krivulja 3; na si. 1. Dif-erencije tih iznosa, podijelje-
nepremaformuli4sa 10 i "(prema vec ustaljenom obicaju) pri-
dijeljene sredinama doticnih perioda, kao da dospijevaju bas it
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Tabela 2.

X y X y X

10 14 60 228 110 345

20 53 70 260 120 358

30 100 80 287 130 370

40 147 90 310 140 381

50 190 100 329 150 391

Tabela 3.

X  ' y' X y' X y' -

" 5 14 55 38 105 16

15 39 65 32 115 13

25 47 75 27 125 12

35 47 85 23 135 11

45 43 95 19 145 10

tim sredinama, sadrzane su (u centimetrima i pod oznakom
u prilozenoj tabeli 3.

Ovaj niz y'- iznosa trebao sam zaprayo u smislu jednadz-
Ay

be 4 da oznacim sa ^ , gto je medutim sporedno s obzirom,

na cinjenicu, da on (u apsolutnom pomanjkanju boljega) ima
fakticno da predstavi y'- niz prema jednadzbi 24. Iz toga em-
pirijskog niza upotrijeblo sam za odredenje parametra C iz-
nose pripadne apscisama 5, 55, 95, 145. Kao sto vidimo, ovi su
iznosi na cijelo vremensko podrucje od 5 do 145 god. porazdi-
jeljeni u podjednakim intervalima (koliko je to u pogledu.
jednakosti bilo ovdje uopce moguce) pocinjuci ujedno, kao stO'
to i treba da bude, sa najnizim dadenim vremenskim iznosom.
Oni stoga daju najvise izgleda za dovoljnu tacnost parametar-
skih iznosa izra^cunanih samo iz cetiri para koordinata.

Logaritme potrebne za ovo racunanje izvadio sam iz Ve-
ginih tabela sa mantisama na 10 decimala (Vega Georgr
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Thesaurus logarithmorum completus, Leipzig 1794). Preciznost
•ovih ta'bela iskoristio sam, gdje je to bile potrebno (pri inter-
polaciji), do krajnjih mogucih granica. Za konstantni izraz na
desnoj strani jednadzbe 34 (oznacimo ga kratko sa K) izlazi
prema tome racunu, sa zaokruzenjem na 6 decimala, iznos

__ 0.529.562. Veci broj decimala nisam ovdje naveo (ma da
sam fakticno racunao sa mnogo vecim brojem decimala), jer
to, kao sto cemo odmah vidjeti, nije bilo ni potrebno. Ispra-
van iznos za C moze dakle prakticki da bude samo onaj, koji
■po uvrstenju u varijabilni izraz F (C) na lijevoj strani iste
jednadzbe daje za taj izraz vrijednost 0.529.562. U spomenuti
varijabilni izraz uvrstio sam za C postepeno svega sedam vri-
jednosti. One su, zajedno sa pripadnim iznosima za F (C),
sadrzane u prilozenoj tabeli 4. Prvih pet iznosa za F {C) zao-
ikruzeno je na sest decimala, a zadnja dva na devet.

Tabela 4.

c F(C)

305 0-356.427

1.005 0-397.576

100.005 0-409.762

200.005 0-409.818

500.005 0-409.852

1,000.005 0-409.863.620

100.,000,000.005 0-409.874.516

Iz tabele izlazi, da sa rastenjem vrijednosti za C raste i
vrijednost za F (C), no da ova posljednja — ma da je C pre-
"koracilo vec i astronomski iznos od sto milijardi godina^^—
stoji jos uvijek daleko ispod navedenog TT" iznosa imajuci ocito
tendenciju da mu se sasvim priblizi tek u beskonacnosti. Tako
bi se dakle starost, do koje smrekova stabla doticno sastojine
na spomenutom bonitetu mogu prema navedenom toku priras-
civanja prosjecno jos da zive i rastu, protezala sve do u besko-
jiacnost. To uostalom izlazi vec i iz samog grafickog prikaza
spomenutog toka (krivulja y' na si. 1.), koji je pri desnom kra-
ju vec skoro paralelan sa apscisnom osi, ma da jos nije preko-
racena ni starost od 150 godina. Na losijim stojbinskim bopi-
tetima stvar je jos izrazitija, jer, kao sto je to poznato, na losi
jim je bonitetima visinski prirast u mladosti slabiji, a u sta-
Tosti jaci i izdrzljiviji nego na boljim.



Koliko mi -je poznato, slican tok pri desnom kraju visin-
sko-prirasne, pa naravski i sadrzinsko-prirasne krivulje rezul-
lira iz svih novijih prirasno-prihodnih tabela, sto ocito znaci,
•da bi skrajnja granica, koju prosjecno moze da dosegne zivot
i rastenje stabia doticno sastojine, imala da se protegne do u
ibeskonacnost. Ali kako da se ovo dovede u sklad sa poznatom
cinjenicom, da vecina stabala u sastojinama prestaje rasti 1 ugi-
"ba cak i rano, pa da i ostala stabia mogu da dozive u najbo-.
Ijem slucaju tek oko pel do jednog milenija ili eventualno i
■nesto vise (i to kod drugih, izdrzljivijih vrsta drveca) prestavsi
■naravski vec i prije toga da rastu u visinu? Razjasnjenje, dr-
zim, nije tesko.

Krivulje prirascivanja iz prirasno-prihodnih tabela pred-
stayljaju, kao sto je poznato, prosjecan tok razvoja, a osim
toga spomenute tabele sadrze tok rastenja doticno prirasciva
nja samo do starosti, u kojoj sastojine kao cjelina pokazuju
jos dosta dobro uspijevanje. Njlhov prirast u toj starosti,
ma da je vec daleko ispod onoga, sto ga one pokazuju u doba
najboljeg razvoja, ipak je jos uvijek takav, kao da ce sasto^
jina — sudeci po cijelom dotadanjem toku razvoja — rasti sve
do u beskonacnost. No senilna slabost koja nakon toga sve
■vise i sve jace preotimlje maha, djeluje na tok rastenja ne tek
sama po sebi, vec jos i u toliko, sto nju rieizbjezivo i sve vise'
prate razna oboljerija, koja napokon prekinu nit zivota i raz
voja daleko ranije, nego li bi to inace bio slucaj.

Ma da dakle stabia i sastojine mogu da zive i rastu samo
do prilicno ogranicenog broja godina, to je ipak njihov raz-
voj sve do postignuca izvjesne, ekonomski jos dopustive starosti,
sa kojom uopce prestaje svako promatranje razvoja, jos uvi
jek takav, k a 0 d a ce — ma i u sve slabijem ritmu — trajati
sve do u vjecnost. I za nas stoga, kad se radi o analitiCkorri
ogranicenju razvoja stabala i sastojina, nije zapravo vazno
ono, Sto se f a k t i c n o zbiva po prekoracenju starosti eko
nomski jos dopustive, vec sto bi m o g 1 o da se zbude, kad se-
nilnost ne bi u sve jacoj mjeri bila pomagana i patoloskim pro-
cesima. Mi dakle bez bojazni za ispravnost analitickog izraza,
kojim prosjecni tok prirascivanja ima da se okarakterise sve dp.
nastupa starosti ekonomski jos dopustive, mozemo da gornju'
granicu razvoja protegnemo sve do u vjecnost, sto naravski'
ne moze da ostane bez utjecaja na samu vanjsku formu osnov-
ne nase jednadzbe (24).
OLASNIK ZA SUMSKE POKUSE 14
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n. FUNKCUE PRIRASCIVANJA SA BESKONACNOM GOR-

NJOM VREMENSKOM GRANICOM.

1. Kollerova funkcija.

Prema slici 2 i prema predzadnjoj jednadzbi pod 23 moze
parametar C da bude beskonacan same posredstvom besko-
naCnosti desnog svoga dijela (g^), dok g, kao i n =B moze
kod prirasnih nizova da bude samo konacno. Ako su dakle ve-
licine i r, konacne, onda to isto vazi i za njihov kvocijenat:

— ̂ q (35)

pa prema tome (posredstvom jednadzbe 20 i zadnjih dviju jed
nadzbi pod 23) takoder za kvocijenat:

rz D
~ = 7^ — = q (36)
9i G, — gi

otkud za D izlazi izraz:

D  q{C~ g,) (37)

Uvrstimo li ovaj izraz u jednadzbu 24, ali uzmemo li pri
tom u obzir i prvobitni oblik parametra A, koji izlazi iz prve
jednadzbe pod 23, onda (s obzirom i na ostale jednadzbe pod
23) izlazi:

Nakon nekoliko jednostavnih transformacija (pri cem u
glavnom dolaze do izrazaja operacije sa eksponentima, zatim
vertikalna premijestanja i diobe) dobiva se odovud:

y =

, -

('-c-r
(39)

Postane li C beskonacno, onda se u ovoj zadnjoj jednadz^
bi brojnik prvog glavnog razlomka reducira na dok naziv-
nik drugoga glavnog razlomka (postajuci jednakim jedinici)
ispada sasvim iz racuna. Naprotiv nazivnik prvoga i brojnik
drugoga razlomka primaju po poznatom pravilu infinitezimal-
nog racuna oblike:
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qC _ „ -qg^

Urn C = oo

ffi B Urn ^1 — ^ e ■ • • (40)

doticno:

= e-'J'' (41)

Urn C = oo

gdje je e baza naravnih logaritama. Jednadzba 39 prima prema,
tome pod uplivom ovih promjena oblik:

Qgt
a e B —qx

y' = -^ X e (42)

iz kojega uz uvrstenje:

izlazi konacno:

a  ,

Tb = ̂ (43)
Si

^  B —qx
y = A X e . . . . . . (44)

gdje naravski nije A identicno sa onim pod 24.

Time smo dakle dosli do prirasne funkcije, koja vec i for-
malno vodi racuna o tome, da kod sumskih stabala i sastojina
prirasna- krivulja do starosti ekonomski jos dopustive izgleda,
kao da ce rastenje potrajati sve do u vjecnost (naravski sa
tendencijom neprestanog priblizavanja prirasta prema nuli).
Kao sto vidimo, ova funkcija nije nista drugo, vec neposredna
posijedica pune prilagodljivosti osnovne funkcije (24) na oblik
prirasne krivulje, kako se on kod sumskih stabala i sastojina
prosjecno ocituje do starosti ekonomski jos dopustive. Funk
cija 24, primijenjena na prirasne krivulje ovakovih oblika, pre-
lazi prema tome vec sama po sebi neposredno u funkciju 44 i
(pored ove) postaje u takvim slucajevima bespredmetnom.

Na nacin slican postupku sadrzanom u jednadzbama 21 do
24 izlazi i funkcija 44 iz jedne jednadzbe, koju je izveo vec
Pearson, a koju G z u b e r navodi na str. 24 i 29 spomenu-
tog svoga djela. Samo naravski, posto ova funkcija stoji sa-
svim postrance od cilja, koji je lebdio pred ocima spomenutim
autorima, oni je nisu ni izveli, pa ni nikakvom mislju uopce
taknuli (koliko mi je barem poznato).

Izvedemo ii u jednadzbi:.44 supstituciju:
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e = a (45)

onda iz nje izlazi poznata K o 11 e r o v a funkcija prirascivanja:

y' = Ax^ Q (46)
koja, kao sto vidimo, nije zapravo nista drugo, vec posebna
jedna forma jednadzbe 44.

K o 11 e r je ovu funkciju postavio u formi razlomka i dru-
gacijim slovima za parametre (vidi br'. 6, str. 34), sto medu-
tim ne mijenja na stvari nista. Postavljajuci je bez ikakova iz-
vodenja preuzeo ju je K oiler zapravo od Danca Grama,
samo s tom razlikom, da ju je Gram preporucio kao jed-
nadzbu rastenja, a Keller kao jednadzbu prirasci
vanja, sto je svakako ispravnije. Krivuija prirascivanja opada
naime vec za zivota stablova doticno njegova vrha (kod visin-
skog prirasta razmjerno cak i vrlo rano), dok opadanje krivu-
Ije rastenja moze da se zamisli samo kao pojav posmrtnog ras-
padanja, koji u okvir razmatranja o samom rastenju (kao iz-
razitom pojavu zivota i zivotne energije) zapravo ni ne spada.
S druge strane vec i sam pojam fizioloskog rastenja u ocitoj je
suprotnosti sa pojmom opadanja, koji je uz jednadzbu 46, pa
naravski i 44 i 24, svakako vezan.

Da li je i G r a m jednadzbu 46 postavio bez izvodenja ili
ju je bas formalno izveo 1 na kojem principu, nije mi poznato,
jer Gyldenfeldt izvjescujuci o njoj u casopisu »Zeitschrift
fiir Forst- und Jagd\vesen« od 1880. godine (str. 240) ne na-
vodi u tom pogledu nista.

2. Pi^Ceva funkcija.

a) Izvod

Kad smo vec za funkciju prirascivanja prihvatili nacelo,
da gornja njena vremenska granica (barem kod sumskih staba-
la i sastojina) ima da seze do u beskonacnost, onda sa jed-
nadzbama 44 i 46 nije sasvim iscrpljena zaliha ovakovih funk
cija izvedivih strogo iz osnovne" funkcije prirasdivanja (24 do
ticno 22).

Vidjeli smo, da su svi parametri u jednadzbama 17 i 20
pozitivni. No jednadzba 20 ostaje fakticno nepromijenjena, ako
se npr. pred oba izraza na desnoj njenoj strani stave i nega-
tivni predznaci, t. j.

— = (20a)
9i —92
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Uvrste li se u jednadzbu 22 ovi negativni predznaci, dobit
ce ona oblik:

a(gi — L ^ ^ ~y = ^ r' 1 : - . . . (47)

Ako se izraz u zadnjoj zagradi stavi na zajednicki na-
zivnik, onda se brojnik prvoga i nazivnik (novo-nastalog) dru-
gog razlomka krate medusobno, pri cem u brojniku prvog raz-
lomka preostaje samo jos izraz a, dok nazivnik drugog raz-

— r,

lomka otpada sasvim. Ako se zatim izraz (—gi) iz nazivnika
prvog razlomka premjesti pod jos preostali brojnik spomenu-

tog drugog razlomka, t j. pod izraz (ffi—gz—x) onda
mogu oba ova izraza da se stave pod zajednicki eksponent, te
da se zatim (kao brojnik i nazivnik istoga razlomka) izmnoze
oba sa (—1). Time jednadzba 47 dobiva sada oblik:

-  + . . . . (48)
gi \

a ako se ovaj transformira s obzirom na negativnost ekspo-
nenta, dobiva se dalje:

r.

y ±9^ . .r, C49)

Kao sto vidimo, gi mora i ovdje — jednako kao i kod
prijasnjih izvoda — da bade vece od gi (pa da prema tome,
naravski u istom omjeru, bade takoder i rz > ri) . Inace bi
naime y moglo eventualno da izide i kao negativno, sto je pak
s obzirom na pozitivni karakter prirasta nedopustivo. Osim
toga dovodio bi odnos gi > §2 nuzno i do toga, da pri izvjes-
nom (od nule vecem) iznosu za x padne nazivnik desnog (va-
rijabilnog) razlomka na samu nulu, posljedicom cega bi bip iz-
nos ̂ ' = CO, sto bi takoder bilo u protivnosti sa stvarnoscu.
Svome teoretskom zadatku moze dakle zadnja jednadzba da
sasvim udovolji samo uz uslov pa>pi , doticno i r2>r, , koji
je medutim (kao sto cemo odmah vidjeti) 1 lako ispunjiv.

S druge strane da bi g2 bilo beskonacno, kao sto je to
npr. slucaj.u jednadzbama 38—41 (s obzirom na predzadnju
jednadzbu pod 23), to sada nije nikako potrebno, jer i sada
ostaje y' > 0 sve do u vjecnost i tek pri apscisi x = co mora
y (radi odnosa > r, ) da padne na nulu. Varijabilni razlo-
mak zadnje jednadzbe moze naime da se transformira na
oblik:
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(92 — 9\. +
=  + '• • («.)

u kojem za slucaj x = oo pada prvi sumand na nulu. Da pak
drugi sumand uzmogne u tom slucaju da postane beskonacno
velikim, pa da prema tome y' uzmogne da padne na nulu, uslov
je fa > r, . To je dakle osnovni uslov za ispravnost jednadzbe
49 i tome uslovu trebamo, a i mozemo da udovoljimo vec a
priori. Treba naime u tu svrhu samo da se stavi:

^7! }.ra = c + 1 j

gdje c nosi parametarski karakter i mora da bude vece od 1.

S obzirom na jednadzbu 20 moraju prednji iznosi da saci-
njavaju razmjer:

c — 1 g\
(52)

P + 1 92

iz kojega izlazi:

0 — \ .
Si = 3-477

gdje, kao sto vidjesmo, gz (isto tako kao i \ c) mora da
bude k 0 n a c n a velicina.

Uvrsti li se ovaj zadnji izraz, jednako kao i izrazi pod 51,
11 jednadzbu 49, onda iz nje nakon izvjesnih stezanja i krace-
nja izlazi: .

c — 1
2 /c 1\^ ~ ^

,c+l

Stavi li se sada:

(S)^2 /P + l\^-l
o 9%

c+1

(55)

gdje A , kao sto vidimo, ima drugacije znacenje negb dosad,
onda trazena funkcija prirascivanja dobiva konacan oblik:
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c — 1

/= , ■ (56)

gdje takoder moraju dakako svi parametri da budu pozitivni.
Time smo ujedno dobili funkciju sa istim osnovnim svojstvima
l^ao i kod funkcija 44 i 46, all sa izrazitom jednoiri prednosti
prema dosadanjim funkcijama, koju cerho upoznati kasnije.

b) Analitidka uerifikacija

Funkclje 44, 46 i 56 razlikuju se, kao sto vidjesmo, od
osnovne funkcije prirascivanja zapravo samo po tome, sto je
l^od njih gornja granica prirascivanja vec a priori pomaknuta
do u beskonacnost, dok osnovna funkcija vodi racuna i o ko-
nacnoj granici. S obzirom na to moze s pravom da se predmni-
jeva, da i ove druge tri funkcije imaju sva ona svojstva, koja
:su potrebna za punu karakterizaciju toka prirascivanja unutar
granica starosti ekonomski jos dopustive. Za funkciju 46 do-
kazao je to u punoj mjeri sam Roller. S obzirom na potpu-
Tiu stvarnu koincidenciju njegove funkcije sa funkcijom 44 va-
zi njegov dokaz i za ovu funkciju. Meni dakle preostaje da to
fakticno dokazem samo za funkciju 56, jedno zato sto se ta
-funkcija u formalnom pogledu bitno razlikuje od onih pod 44
i 46, a drugo i radi formulisanja njenih karakteristicnih tacaka.

Uvrsti li se u nju za x iznos 0, onda iz nje, doklegod je
.c>l, slijedi iznos y = o. Kako ovo kod funkcije prirasciva
nja mora fakticno i da bude to otud slijedi, da c mora svaka-
ko da bude vece od 1.

Uvrsti li se u nju iznos x =^, onda iz nje, kao sto je to
pokazano vec na jednadzbi 49, mora opet da izide y = o, a
na to nas, kao sto vidjesmo, uplicuje vec i sam tok prirasnih
krivulja, kako se on ocituje poslije kulminacije prirasta pa do
-Starosti ekonomski jos dopustive.

No na koji naciri izlazi krivulja 56 iz samoga isho-
«dista koordinatskog i kako se na kraju opet vraca u apscis-
:nu OS?

Prvi diferencijalni kvocijenat nase funkcije glasi:

Ax~'[b(o-y^2^
■  . ■ . . . .

Uvrsti li se ovamo iznos x = 0, onda-za y" izlazi-ili iznos
A  • • ' • •

tO ili iznos -r-, ili pak iznos co, vec prema tome, da li je c> 2 ili

ipak c = 2 ili napokon c < 2. _ " .
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U. prvom slucaju, izlazeci iz ishodista koordinatskog u
smjeru tangencijalnom na apscisnu os, odgovara i krivulja 56-
krivuiji y' na si. 1, dok drug! i treci slucaj,, ma da su po jed-,
nadzbi jos mpguci, ne dolaze kod prirasnih krivulja zapravo'
u obzir.

Pri primjeni jednadzbe 56 na krivulje prirascivanja morai
dakle da za parametar c izide svakako iznos veci od 2.

Uvrstimo li sada u jednadzbu 57 za x iznos onda iz nje
moze da izide same iznos y" — o, jer x u nazivniku stoji pod
vecim eksponentom nego u brojniku. Otud pak slijedi, da se i
krivulja 56 vraca u apscisnu os samo u smjeru tangencijalnom;
ha tu OS, kao sto to prema toku konkretnih prirasnih krivulja.
mora zaista i da bude.

Stavimo li napokon vec a priori y" = o, pa rijesimo li
onda ovu jednadzbu po x, onda iz nje — kao glavno rijesenje
^— izlazi za x izraz:

_ 6 (c — 1)
2

X = —^^ (58)>

koji predstavlja apscisu jedine kulminacione tacke krivuljine..
Ako se naime ova apscisa uvrsti u drugi diferencijalni kvocije-
nat funkcije 56, koji glasi:

y'" = 1)(C—2) —66(c—l)x + 6x']
(6 + x)' + '

onda za y" izlazi iznos negativan.

Osim spomenutog gla'vnog rijeSenja po x dopusta jed-
nadzba y" = o jos dva takova rijesenja. Prvo od njih (narav-
ski uz spomenuti uslov c > 2; o kojem jedino vodimo i racu-
na) bilo bi: ̂  = o, a drugo: .\: = oo. Uvrsti li se u jednadibu 59-
prva od ove dyije-vrijednosti, onda iz te jednadzbe vec pre
ma tome, da li je c < 3 ili pak c = 3 ili napo'kon c > 3 — iz-
laze za y'" iznosi, prema kojima se u ishodistu koordinatskom
nalazi ili minimum krivulje 56 ili pak njena infleksiona taCka (i
to sa samom apscisnom osi kao tangentomu toj tacki). Uvrstr
li se pak u zadnju jednadzbu iznos x = oo, onda ona radi veceg;
eksponenta u nazivniku mora svakako da dade samo iznos;
y'" = 0, a to isto vazi i za sve daljnje derivacije jednadzbine.
Krivulja 56 nema dakle pri apscisi x == oo ni infleksione tacke-.
ni pravog minimuma; ona se tek p r i b 1 i z u j e prema apscis-
noj osi kao prema svojoj asimptoti, sto unutar granica starosti
ekonomski jos dopustive cine (kao sto vidjesmo) i prirasne.
krivulje.
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Stavi li se napokon vec unaprijed y'" = o pa rijesi li se
onda ova jednadzba po ;c, onda iz nje izlazi za x dvovrijednos-
ni izraz:

^1,2 = ̂-^—(^ +
3(c-l)
^  ̂ \ . (60)

koji odreduje apscise obiju infleksionih tacaka krivuljinih, na-
laznih naravski desno od ordinatne osi, posto vidjesmo, da c
mora svakako da bude vece od 2. Jedino je naime uz ovaj
u'slov izraz pod korijenom manji od 1, tako da obje infleksione
tacke moraju da padnu s desna od ordinatne osi: prva lijevo
od kulminacione tacke, a druga desno, kako to odgovara i kri-
vulji y' na si, 1.

Iz svega prednjega vidimo dakle, da i krivulja 56 moze ̂da
prosjecni tok prirascivanja, kako se on ocituje do starosti
ekonomski jos dopustive, okarakterise sasvim strogo.

III. PRIMJEDBE K FUNKCIJAMA PRIRAgClVANJA.

Funkcije prirascivanja, same za sebe, ne mogu za prak-
ticnu primjenu da imaju onakovog znacenja, kakovo moze da
se pripise funkcijama rastenja. Razlog je tome okolnost, da
prirast kao dlferencija izmedu dva po dva susjedna y - iznosa
ne moze u svrhu ispitivanja svoga toka da se mjeri direktno,
vec tek moze da se indirektno izvede iz postepeno izmjerenlh
y- iznosa. Tako je to barem u ogromnoj vecini slucajeva, t. j.
kod sadrzinskog prirasta uvijek, a kod visinskog prirasta u
velikoj vecini slucajeva — izuzevsi jedino (i to dpet samo kad-
sto) slucajeve, gdje imamo posla sa stablima cetinjaca, koje se
razgranjuju prsljenasto.

Radi toga svakako je naravnije, ako se i p r a v i 1 n i tok
prirascivanja (u smislu analiticke krivulje) izvodi ne direktno
iz samih funkcija prirascivanja, vec indirektno iz funkcija
rastenja.

S druge strane iznosi prirasta', izvedeni ovako putem di-
ferencija iz izmjerenih y - iznosa, jace su optereceni pogreska-
ma mjerenja nego sami y - iznosi. Moze doduse da se desi, da
dva uzastopna y - iznosa budu izmjerena pogresno, a da pri
tom iznos prirasta (iz njih izveden) ostane ipak bespogresan,
sto bi bilo, kad bi kod oba y • iznosa pogreske mjerenja imale
i isti predznak i isti iznos. No jednako je vjerojatan i slucaj
obrnutih predznakova, u kojem se slucaju obje pogreske mje
renja pri izvodenju prirasta iz izmjerenih y - iznosa kumulisu,
pa stbga amplituda pogresnosti (da se tako izrazim) izlazi kod
prirasta duplo vecom nego kod same osnovne mu velicine.
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To je sto se tice apsolutnih iznbsa pogresnosti. Re-
lativna pak pogresnost (izrazena u procentima) tereti pri-
rast — u poredenju prema samoj y - velicini — jos kud i kamo
jace nego apsolutna pogresnost, i .to radi mnogo manjeg izno-
sa prirasta-u poredenju prema .izriosu same velicme.

Pogreske u izmjeri prirasta umanjuju se doduse, ako y-
iznose mjerimo u vecim distancijama vremena, recimo syake
desete godine. No tako dobiveni iznosi prirasta, kao prosjecni
godisnji iznosi, udaljuju se vec vise ili manje od iznosa,
koii bi prema pravilnoj krivulji prirascivanja imali lakticno
da padnu vremenski bas u polovice pojedinih perioda. Istina, u
mnbgo' sliicajeva moze ovakav prosjecni iznos prirasta ^oro
na dlaku taSno da se smatra, kao da je dospio (uslijedio) bas u
polovici periode,,sto biva u doba, kad je krivulja prirascivanja
priblizno pravna. No kad se ona jace savija, onda ovakav pro
sjecni iznos ne, spada po svojoj velicini tacno u polovicu syoje
periode, vec ili nesto prije ili nesto kasnije (t. j. prema smjeru,.
u kojem se krivulja savija).

Ove diferencije prema sredinama perioda nisu doduse kod
10-godisnjih perioda velike, ali su ipak takove, da u zajednici
sa vec spomenutom manjkavoscu u' ustanovljivanju prirasta
zhatno smanjuju pfeciznost teoretskih prirasnih krivulja iz-
vedenih ha bsnovi ovako mahjkavog opovnog materijala — u
poredenju prenia preciznosti teoretskih krivulja. r a s t e n j a,
izvederiih ha osnovi materijala svakako pouzdanijeg.

Radi toga i jer mi direktno mjerimo ne sam prirast, vec
osnovne' mu yelicine, imaju jednadzbe rastenja svakako vise
smisla i.prakticnog znacenja.

C) FUNKCIJE RASTENJA.

1. KOLLEROVA FUNKCIJA;-

Funkcije prirascivanja nisu, kao sto znamo, nista drugo,
vec prye derivacije funkcija rastenja. Stoga se integracijom
pripadnih im diferencijala moraju naravski da dobiju funkcije
rastenja. Iz funkcije 44, koja zapravo nije nista drugo, vec ana-
liticki podesniji oblik funkcije 46, izlazi kad prethodni, nedovr-
seni jos oblik funkcije rastenja izraz:

_ ■

y = A dx (61)

0  , ■ ■

koji mbze da se dovrsi i za primjenu udesi samo putem tzv.
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parcijalne integracije. Prije toga nesto demo ga ujednostavniti
putem supstitucije:

— qx= ̂ ' ■ (62)

■otkud-obrnuto izlazi:

J = L ; (/JC = — - - . . ■ . .. (63)
q  q

Uvrstimo li ova tri izraza u jednadzbu 61 i imamo li pri
tom u vidu obje integracione granice, zamjenom kojih mijenja
se ujedno i predznak integrala, dobit ce ta jednadzba oblik:

.-r qx

Konstantni izraz, koji se ovdje nalazi pred samim integra-
lom, pustit cemo prethodno iz vida, a i sam integral uzet cemo
prethodno u neodredenoj formi, t. j. bez obzira na granice, i
oznadit cemo ga kratko sa: " /s ^

i e di (65)

• Po poznatoj formuli:

f u . do = ui) — f V . du ' ' • ■ ■ (66)

gdje ima da bude:

u = i ; do = ^. di' * • • • • ■ (67])
izlazi sada za lo izraz:

^ e ~ B i e di . . . . (68)
0

gdje je integral li suptrahendu (oznacimo ga kratko sa /j) sa-
svim analogan integralu pod 65. Zato on uz supstitucije:

u = I ; do — e di - ' (69)
dobiva oblik:

/, = Vrff . . . (70)
Supstituiramo li dalje:
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B — 2 1
u = ̂ ; do = e (71>

onda integral u suptrahendu jednadzbe 70 dobiva oblik:

^  e — — e ■ ■ (72>

Kad bismo ovako, uz uslov da je B cijeli broj, nastavili
sve dotle, dok koeficienat pred integralom u suptrahendu ne
padne na iznos B — B = O, dobili bismo kao zadnji parci-
jalni integral izraz:

B-B \ \
7=^ e=e (^3)
B

Uvrstenjem ovoga zadnjeg integrala u predzadnji

ovoga opet u prediduci itd. sve unatrag do h (ovo sve uz
istodobno izmnozenje pojedinih parcijalnih integrala sa koefi-
cijentima, koji se pred njima nalaze) bila bi neodredena inte^
gracija. izraza 64 dovrsena, pa bi preostalo samo jos da_se taj
neodredeni integral odredi s obzirom na obje integracione gra-
nice. Time bi funkdja rastenja bila dadena u konacnoj formi.

Za integradju izraza 64 potrebno je dakle, da nam je pa-
rametar B poznat vec a priori, t. j. moramo ga ustanoviti vec
iz funkcije 44, a na nacin ili elementarni ili po metodi najma-
njih kvadrata. Kako pri torn izlazi B u ogromnoj vecini slu-
cajeva kao razlomak (s obzirom na beskonacnu mnozinu razlo-
maka mogudih teoretski izmedu dva po dva susjedna cijela
broja), to bi rjesavanje integrala pod 64 imalo u pravilu da
dovede do beskonacnog reda, neupotrebivog naravski za izvod
funkdje, o kojoj se radi. Da bismo ipak mogli pri tom svakaka
da dodemo-do reda konacnog, raora B da se zaokruzi na d-
jeli broj. Uz taj uslov, a na opisani nacin, izlazi za h izraz:

—  — ■ ■ + (-ifB(B—\)...Z.2.^
S obzirom na laku uocljivost pravila, po kojem jedan iza

drugog slijede predznaci pojedinih- clanova u ovoj alterna-
tivnoj sumi, moze ona da se napise i ovako:

/. = e [^(- 1)° f+ (- D' BI® "'+ (- if B (B-I)
+ (-if B(6 —1){B —2)|®~^+■ • •+(-l)®B!j (76)

(74)
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Izvrsi li se odredenje ovoga neodredenog jol integrala
s obzirom na spomenute (pod 64) integracione granice, onda
jednadzba 64 dobiva oblik:

— qx
(— 1) fi ! — e

0  B
(- 1) (- qx) +^  B+1

q •

+ (—1)* B (— qx)^ * + (~ 1)^ (— qxf ^ +

(76)

Ako se suptrahend izraza u viticastoj zagradi i podijeli i
pomnozi sa (—1) B\, onda se ovaj izraz, postodolazi i u mi-
nuendu, moze da stavi pred viticastu zagradu, cime se brojnik
xazlomka pred torn zagradom oslobada od izraza (—1)^. Isto-
dobno se svaki sumand iz uglate zagrade mijenja u toliko, sto
svagdje ispred qx ispada negativan predznak, te sto se ujedno
izraz BI iz svakog nazivnika (osim prvoga) krati djelomice ili
i sasvim (kod zadnjega) sa brojnikom. Ako se jos i sam slijed
5umanda iz uglate zagrade obrne, onda iz gornje jednadzbe iz-
lazi konacno:

AS! f, — <7^ r (qx)^ ,

(g-y)' j , (qxY
3! " ' Si

(77)

To bi dakle bio definitivni oblik jednadzbe 64 uz receni
tislov, da se naime B zaokruzi na cijeli broj.

Prof. Guttenberg (spomenuto djelo, str. 61) veli o
jednadzbi 77, koja prema Kollerovom nacinu pisanja iz-
gleda kompliciranijom, da je prevec komplicirana, a da bi mo-
gla da nade primjenu u praksi. Osim ovog cisto prakticnog pri-
govora moze toj jednadzbi da ih se stavi i nekoliko cisto teo-
retskih. Jedan od njih bio bi taj, da ona posredstvom svojih
parametara — koji ili svi (po Kollerovom predlogu) ili
"barem djelomice (B) moraju da se izracunaju iz jednadzbe 44 —
stavlja svoje y - iznose u zavisnost od pronadenih (empirijskim
putem) y' - iznosa, t. j. iznosa koji su iz razloga malo prije spo-
menutih svakako manje pouzdani od samih pronadenih y ■ iz
nosa. Osim toga samo zaokruzivanje parametra B uzrokom je
izvjesnoj pogresnosti te Kollerove funkcije, pogresnosti
koja to jace mora da dode do izrazaja sto je manji sam po se-
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bi taj parametar i sto jace u pojedinom slucaju mora on da se
zaokruzenjem promijeni.

Po mojem gornjem izvodu, koji, se u mnogocem razlikuje
od K o 11 e r 0 V o g, izlazi ova K o 11 e r o v a funkcija u cisto
formalnom pogledu znatno jednostavnijom nego po K o 11 e-
r o V o m izvodu i po onginalnim njegovim oznakama, jer ju
je on izveo iz jednadzbe 46, koja je (kao sto rekoh) analiticki
nepodesnija od jednadzbe 44, od koje sam pri gornjem izvodu
posao ja. No ni sada jos ne gubi jednadzba 77 nikako onaj ne-
povoljni karakter, sto joj ga spomenutom izjavom pripisuje
Guttenberg.

Ako bi se od parametara jednadzbe 77 samo B racunao
iz jednadzbe 44, onda bi se konstantni, ali sastavljeni izraz
pred glavnom zagradom morao da zamijeni jednim jedinim
parametarskim izrazom (novim naravski).

II. PISCEVE FUNKCIJE.

1. Osnovna funkcija.

Ako se i brojnik i nazivnik na desnoj strani jednadzbe 56
podijeli sa:

C—1 C + l - 2
jr = X . (78>

onda iz nje jednostavnom daljnjom transformacijom izlazi di-
ferencijal:

—2 / 6 ~'dy = Ax (^ + ~) . . . (79>

a odovud:

r* - 2 / 6 \- c -1y = A X (I + —J dx . ■ (80)

Stavimo li sada:

b  .
-=l (81)

otkud obrnuto izlazi:

— 1 — 2

X = bi ; dx — — bi di - - - - (82)

pa uvrstimo li sva ova tri izraza u jednadzbu 80, onda iz nje
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stezanjem i s obzirom na nove integracione granice u smislu
jednadzbe 81 kao i s obzirom na poznato pravilo, da se medu-
sobnom zamjenom integracionih granica mijenja ujedno i
predznak integrala, izlazi:

y = 4f di ■ (83)b

X

Stavimo li nadalje:

1 + ̂ (84)

otkud obrnuto izlazi:

= dri (85)

pa uvrstimo li sve ovo u jednadzbu 83, onda iz nje izlazi:

y = V"'"' + 4)-' • (86)
'+T

Izvedemo li napokon u zadnjoj jednadzbi supstituciju:*

= "

onda iz nje izlazi konacni oblik trazene funkcije rastenja t. j.

a

y = 7j ^ ±\' (88)

koji bi u formi analognoj jednadzbi 56 glasio takoder:

• ,

Kao sto vidimo, ovaj zadnji oblik funkcije razlikuje se od
funkcije 56 samo po tome, sto je ovdje i u brojniku i u naziv-
niku eksponent jedan te isti. Prema tome je dakle ova funkcija
rastenja jednostavnija od pripadne joj funkcije priras-
c i V a n j a, sto je sasvim u suglasju sa oblicima pripadnih im
krivulja. Dok naime veci iznos eksponenta u nazivniku jed-
uadzbe 56 vuce krivulju prirascivanja nakon kulminacije sve
vise prema apscisnoj osi, to jednakost eksponenta u jednadzbi
88-a ne dopusta kod krivulje rastenja nigda i nikakovog opa-
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danja. Iznos naime u zagradi, koji je pri a: = d takoder jednak
nuli, nakon toga neprestanp 'raste konvergirajuci (sa rastenjem
apscise do u beskonacnost) prema iznosu 1, sto se jos bolje vi-
di iz prvog funkcijinog oblika (pod 88).

Kao granicni iznos y • velicine prema gore izlazi dakle
konacni i asimptoticki iznos a, dok iz verifikacije -jednadzbe
56 izlazi, da y- velicina (rastuci neprestano od'iznosa o do iz-
nosa a) prolazi kroz jednu jedinu infleksionu tacku odredenu
(u pogledu apscise) jednadzbom 58.

Osim toga iz verifikacije jednadzbe 56 izlazi, da krivulja 88
izlazi iz ishodista koordinata u smjeru tangencijalnom na aps-
cisnu OS, te da na isti nacin konvergira i prema (paralelnoj sa
apscisnom osi) asimptoti a, sto je sve u suglasju sa oblikom y -
krivulje na si. 1.

Prednja jednadzba ima dakle sva svojstva potrebna za
karakterizovanje rastenja, kako je ono predoceno na slici 1.
Krivulja, koja izlazi iz te jednadzbe, mora prema tome da se
dovoljno priljubljuje uz konkretne krivulje rastenja. (nacrtane
na osnovi podataka izmjere). No poznato je s druge. strahe, da
stepen prilagodljivosti, s kojim se izvjesna teoretska krivulja
priljubljuje uz daden kakav niz y iznosa, ne zavisi samo od
opceg karaktera doticne funkcije, vec i od broja parametara. u
njoj. Sto je veci broj tih parametara, to — kod principijelno
ispravnog karaktera funkcije mora da bude veca i priljub-
Ijivost.

Broj parametara u jednadzbi .88 moze da se poveca samo
■jos s jednim, i to onim koji moze da se postavi direktno iznad
samoga x- To bi onda bila jednadzba, koju sam na spomenu-
tom mjestu priopcio i u pogledu priljiibljivosti demonstrirao
1930. godine. Na kraju ove studije izvest cu posebno oyaj opce-
nitiji oblik zakona rastenja, no moram ujedno vec sada da is-
taknem, da njegoya prakticna primjena zadaje razmjerno mno-
go vise posia nego .primjena funkcije 88, premda se ni kod ove
funkcije ne izracunavaju parametri bas udobno i brzo. Ni ona
naime (jednako kao i K o 11 e r o v a) ne spada u red funkcija
linearnih, radi cega je i kod nje pri izracunavanju parametara
potrebno dosta logaritmovanja i antilogaritmovanja i osim Iot
ga pri izracunavanju po metodi najmanjih kvadrata itiora cijeli
pbsao da se bar jos par puta ponovi. Toga radi podvrci cemo
je izvjesnoj modifikaciji, kako bi se od nje dobila funkcija,
kod koje je nepotrebno i ovo ponavljarije racuna, a i bilo ka
kav posao sa Togaritmima — razmjerno najveci i najmucniji
dio cijeloga posla.
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2. Pojednostavnjeni oblik funkcije.

Nazivnik funkcije 88 moze lako da se razvije u tzv. binom-
ski red, obicno beskonacan, posto c samo sasvim izuzetno mo-
.ze da bude cijeli broj. Na taj naCin iz spomenute funkcije izlazi
funkcija:

^  {c\ b /c\ {c\ 6® ■ • f ^ ^

koja uz supstitucije:

(90)

prima ujednostavnjeni oblik:

sa A, B, C, kao parametrima. Sto je vise u funkciji
tih parametara doti£no u nazivniku clanova (pocevsi od lijeva
pa na desno), to se ona dadenom kakvoni nizu y - iznosa pri-
lagoduje sve bolje.

Kao §to vidimb, ova funkcija — pri ograni^cenom broju
•clanova u nazivniku — predstavlja samo p r i b 1 i z n o funkciju
88. Sto je broj spomenutih clanova manji, to se ona vise uda-
Ijuje ( s principijelnog gledista) od funkcije 88. Ipak medutim
vidimo iz nje vec na prvi pogled, da pri kolikomgod broju cla
nova u nazivniku (pocevsi od 2 pa prema gore) mora za slucaj
.X = 0 da izide i y = o» dok pri x = ■» izlazi y = A. U ovom
je dakle pogledu funkcija 91 bezuvjetno suglasna sa funkcijom
88. Sto se pak tice ostalih karakteristika, one kod funkcije 91
(uzevsi ovdje u obzir i njenu derivaciju) zavise o broju clano
va u nazivniku doticno o broju parametara. Kod izvjesnih bro-
jeva parametara moze i ova funkcija da ima sva ona karakte-
risticna svojstva, sto ih kao funkcija rastenja treba da ima.
Kod izvjesnih pak brojeva parametara manjkaju^ joj Hi neka
ili i sva ta svojstva (osim onih dvaju, sto smo ih bas vidjeli malo
prije). Svakako medutim broj parametara (doticno clanova u
nazivniku) ne bi smio da bude manji od 4, no s druge strane ni
kod najvecih zahtjeva u pogledu prilagodljivosti uz dadene y -
nizove nije potrebno da bude veci od 6. Pri torn bi — koliko mi

•OLASNIK ZA §UMSKE POKUSE 15
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je to moguce vec sada prosuditi — ona d d n j a granica u bro-
ju parametara imala da vazi za tok rastenja visine, a ova g o r-
n j a za tok rastenja drvne mase.

Funkcija 91 ne predstavlja medutim — po izravnoj formii
svojoj — jo§ uvijek ono,.za cim se ovdje ide. Kao sto naime vi-
dimo, ni ona sama nije Jos linearna. No zato je (s obzirom na.
parametre kao nepoznanice) potpuno linearna njoj reciprocna
funkcija:

1  1 ' , B -1 , C -2 D -3
7 = 7^+^"" +A'' +

koja uz supstitucije:

(  . • • A ~ A ~ A ~ ' ' ' ' ■ ■ ■

dobiva definitivan oblik:

— 1 i —2 3 —4
y  == ce •+ yx + -b ex + . (94).

sa a,^,y...... kao novim parametrima. Ova dakle funkcija
dopusta udobno i razmjerno brzo izracunavanje parametara,.
bilo to po metodi eleraentarnoj ili pak po metodi najmanjih.
kvadrata. Iz poznatih pak parametara funkcije 94 dobivaju se;
'parametri funkcije 91 uz jednostavno obrnuce pojedinih izraza
pod 93 t. j. po porniulama:

A=^-,B = A^;C = Ay; (95).
No taj postupak nije has ni potreban, jer na osnovi poznatih.
iznosa za a, § itd., pa prema tome i za izlazi y • iznos za
kojugod starost kao jednostavna reciprocna vrijednost iznosa
y~^.Na ovaj nacin dolazimo dakle do y- niza prema funkciji
91 bez potrebe da uopce poznajemo same parametre te funk
cije. Njihovu zadacu vrse naime indirektno parametri funk
cije 94.

D.) IZRACUNAVANJE PARAMETARA.

Primjena funkcija rastenja nije moguca bez poznavanja
konkretnih iznosa za njihove parametre. Stoga moram da" za
funkcije 88 i 94 razlozim u glavnim linijama i princip izracuna-
vanja tih iznosa. Kao sto rekoh, parametri mogu da se izracu-
liaju ili po metodi elementarnoj ili pak po metodi najmanjilt
kvadrata. . . , , ,
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I. IZRACUNAVANJE PO METODI ELEMENTARNOJ.

Za izracunavanje po ovoj metodi potrebno je, kao sto vi-
djesmo, da nam je poznato samo onoliko koordinatnih paro-
va, koliko u funkciji ima parametara (nepoznanica). Po uvrste-
nju ovih parova (svakoga zasebno) u doticnu funkciju dobiva
se isto tolik broj »pbsredovnih« jednadzbi, iz kojih onda mogu
vise ill manje lake da se izracunaju nepoznanice.

Kako je funkcija 94 ( s obzirom na parametre kao nepo
znanice) sasvim jednostavna linearna jednadzba, to je kod nje
ovaj postupak sasvim jednostavan, pa se na njega necu uopce
ni osvrtati. Moram medutim da ga u glavnom pokazem za
funkciju 88, iz koje s pomocu tri poznata koordinatska para iz-
laze posredovne jednadzbe:

ya = O f 1 + —1 (96)

Eliminacijom nepoznanice a izlaze odovud jednadzbe:

yi 6 + '1 )\^ \

(97)
ya /X3(6 + Xi)\c

yi Ixi(6+X3)

cijim logaritmovanjem i medusobnim podjeljenjem biva elimi-
nirana i nepoznanica c, pa preostaje samo jos jednadzba:

log
X3

Xi
d- log

b +

b +

Xl

X3
log yL

yi

log
X2

Xi
-b log

b +

b 4-

Xi

X2
log

y2

yi

(98)

sa & kao nepoznanicom. Slicno kao jednadzba 34 moze i ova
jednadzba da se rijesi samo postepenim kusanjem sa raznim za
b. vec unaprijed suponiranim iznosima, cime mozemo da se
onom iznosu za b, koji bi dadenim koordinatskim parovima od-
govarao sasvim strogo, priblizimb sa tacnoscu kojomgod mu
drago. S pomocu iznosa utvrdenog ovako za b dade se onda
iz kojegod jednadzbe pod 97 izracunati iznos za c, a s pomocii
poznatih iznosa za 6 i c iz kojegod jednadzbe pod 96 iznos
za a'. '
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Ovaj nacin izracunavanja parametara imao bi sam za sebe
smisla samo onda, kad bi svi izmjerom^dobiveni y- iznosi u
zajednici sa pripadnim x- iznosima bill clanovima pravilne
iedn6 krivulje i to pravilne bas u smislu dadene funkcije, sto
medutim ne moze nigda da se desi. Kako dakle konkretne kri
vulje rastenja mogu samo — vise ili manje da budu nepra-
vilne (radi pogresaka u mjerenju, a i radi zbiljnih individualnih
nepravilnosti, koje ne mogu da se sasvim uklone ni putem
aritmetickih sredina od velikog broja iposa), to rezultat ova-
kovog racunanja parametara daje za jedan te isti parametar
iznose razlicite, pa i vrlo razlicite, vec prema tome, koja su tn
para koordinata uzeta za bazu racunanja. Pojedim Iznosi jed-
noga te istoga parametra izracunani ovako s pomocu raznih
sistema od tri po tri koordinatska para moraju dakle jedni
drugima da protuslove (pa i vrlo jako), a sto je jos gore, mi
-ne mozemo na ovaj nacin da ustanovimo, koji je od tih medu-
5obno protuslovnih parametarskih sistema najvjerojatniji.

Ove neprilike mogu da se uklone samo ako se parametri
izracunavaju po metodi najmanjih kvadrata, u koju svrhu tre-
baju da se kao baza za racunanje uzmu istodobno svi raspolo-
2ivi koordinatski parovi, a ne samo toliko njih, koliko u funk-
ciji ima parametara.

II. IZRACUNAVANJE PG METODI NAJMANJIH KVADRATA.

Kao. sto sppmenuh, u slucaju funkcije -94 ovo je izracuna-
"vanje jednostavnije nego u slucaju funkcije 88, pa cu stoga da
zapocnem s njime.

1. Izracunavanje za funkciju 94.

Jednostavnosti radi suponirat cu ovdje samo 4 parametra
ti funkciji. Za vise od 4 parametra postupak je sasvim analo-
gan. Takoder cu vec. sada (daljnjeg pojednostavnjenja radi) iz-
vesti u jednadzbi 94 supstitucije:

X- ̂ = 6; X- 2 = c; X- 3 = rf . . • . (99)

cime ona dobiva oblik:

y- 1 = a 4- 6/3 + cy H" rf(5 (lOO)

Izmjerom y- velicina (Ti ,^2, Tn ; n> 4), koje odgova-
raju raznim x - iznosima, dobivaju se vise manje nepravilni, a
1 pogresni iznosi6i, 62 » •••. An, koji, ako se nanesu kao ordi-
Tiate k pripadnim apscisama, daju jednu vise manje nepravilnu
krivulju. Isto tako nepravilna krivulja dobit ce se, ako se k po-



229

jedinim x - iznosima kao apscisama nanesu kao ordinate reci-
procni izriosi/i~^ h~^ Izmedu ovih iznosa i pripadnih im
y~^-iznosa prema jednadzbi (koji kao teoretski imaju — u for-
mi sasvim pravilne krivulje — da teku sto bolje kroz sredinu
sistema tacaka odredenog spomenutim nepravilnimft"^-iznosi
ma) moraju da postoje izvjesne, prethodno jos nepoznate di-
ferencije:

— I -1 — 1 — 1

= yx ^hi = a 4-6,/?-I-Ci 7 4-rfi ̂  — Ai
— 1 — 1 — I — 1

X2 = yz — A2 = bz ̂  Ci y 'r{- dz ̂  — A2 (101)

-1 -1 — I - 1

=7/1 -h„ = a b„^ + c„y -j- d„6 — hn )

(102)

od kojih svaka moze jednako da bude pozitivna kao i nega-.
tivna. Pojednostavnjenja radi staviti cemo ovdje:

-1 , -1 , -1 )
r =M', =m; .... X
1 2 a

h~' = lr, ■■■■ h~^ = /«

pa time gornji sistem diferencija dobiva formu:

Xi ̂  a hi § Ciy d\ 6 — k

Xi = a bz § ^2 y -]r dzd — I2

X„ = a-\- b„§ c„y ̂ dnS~!„

Ocito je, da iznosi ovih diferencija zavise od toga, kako-
ve konkretne iznose imaju parametri a, y, d. Svakom dru-
gacijem sistemu tih konkretnih parametarskih iznosa odgova-
ra naime drugaciji sistem X- iznosa i obrnuto. Najvjerojatni-
jim pak parametarskim sistemom smatra se po teoriji najma-
njih kvadrata onaj sistem, koji kap posljedicu ima jednadzbu:

(103)

X_ = Minim. (104)

doticno s obzirom na sistem pod 103 jednadzbu:

S = (a + 6j ̂  + Cj 7 H" rfj (5 — +

{a -ir- b^ ̂  C2 y d2 ̂  ^2 ̂  "T * ■

•  • + (« + /? + c„ 7 + ^ = Minim. (105)

Medutim ova suma diferencijskih kvadrata moze da dade
minimum samo uz poznate uslove:
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dS dS ^ ^
da ~ dp ~ ̂  ~ ' dS ~ ̂  ' (106)

t. j. ako se parcijalne derivadje ove sume po pojedinim nepo-'
znanicama (a, p, . .) stave jednakima nuli. Po izyrsenju ovih
operacija dobivaju se iz nje jednadzbe:

(cs + ^ + Cj 7 + dj (5 — /j ) + (a + 62 ^ +
+  + +

+ d -d — / ) = O
'  /I n '

(a + 6i/5 + Cjy + dj^ —/j)6j + (Qt + 62/^ + ̂2^ +
+ d2t5 —/2)62+ + («+ 6,|3 + c„7 + .

+ dS — IJb =0
'  n n' n

(C£ -h 61 /3 + Cj 7 + dj 6 — 1^ ) Cj + (a + 62 ^2 ̂  +
+ dg^ — 4) C2 + + (« + c„7^+

^ d 6 — ! ) c=0
'  /I n ' n

(a b^P + c^y + dj <5—4 ) d^ + (a + 63 7 +
+ d^ .5 - 4 ) dg -b + (« + c„7 +

'+ —4)'  n n ' n

(107)

njih (kao sto vidimo) same 4 na broju, premda su u njima po
red nepoznanica a, p, y, 6 sadrzani podaci svih n pojedinacnih
izmjera doticno svi tim izmjerama dobiveni koordinatski
parovi. . ^ •

S obzirom na sistem pod 103 mogu ove 4 jednadzbe da se
istim redom kratko napisu i u formi:

+ >^2 +

/"I + ̂'2 ^2 +
\ c, + c, +

</, 4- ̂-2 +

+  =0
+ ̂''„ = o
+ ̂„ c = O
'  It n

+ ; d = O
'  n n

(108)

doticno (prema nacinu pisanja obicajnom u teoriji najmanjih
kvadrata) jos krace u formi:

[X] = O

[Xb] = o
[Xc] = O
[XdJ = o

(1091
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Jednadzbe pod 107 mogu medutim (po izmnozenju izrazS
u zagradama sa faktorima izvan tih zagrada) da se stegnu i
ujednostavne i na drugi jedan nacin i to u glavnom prema sa-
nnim nepoznanicama, («,' /?,. . . .) kao zajednickim sumandskim
"faktorima. Na taj nacin izlaze iz njih tzv. normalne jednadzbe;

n a [b]^-]-[c]y + [d] S^[IJ]
[b] a + [bb] /3 + /"6cJ y + [bd] 6 = [bl] !
[c] a + ?6c7 /? +7cc} y + [cd] d = [cl] | - 1,"
[d] a + [bd] ̂ + [cd] y '+ [dd] d = [dl] J -

(110)

U^oje mogu da se po nepoznanicama a, /?, y, d rijese po rneto-
•tii sasvim jednostavne eliminacije. Po izracunanju tih ne-
poznanica mogu da se izracunaju i pojedini iznosi iz siste-
ma pod 103, pa da se onda s pomocu-jednadzbi pod 108 pre-
^ontrolise ispravnost cijeloga posla, t. -j. da li se nije gdjegod
"uvukla kakva gruba racunska pogreska. U slucaju grube po-
greske ne mogu naime ove jednadzbe da budu zadovoljene ni
uzdaleka. Sasvim strogo medutim ne mogu one da budu zado
voljene nikada, i to iz razloga neizbjezivih sitnih pogresaka

■pri zaokruzivanju zadnjih decimala.
Izracunavanje nepoznanica iz. sistema pod 110 moze da se

'ucini jos jednostavnijim," ako s'e te jednadzbe formalno rijese
"vec unaprijed t. j. ako se za pojedine njihove nepoznanice vec
unaprijed postave bas izricite formule. U tu svrhu eliminirat
•cemo iz njih najprije prvi clan (nepoznanicu a), nakon cega
•3mamo: •

(161 16) —n 1661) ^+(161 Icl —n I6cl).y +
+ (I61 [rfl —/iI6rf] ) d = I6] [/] — n 16/1

t(I 61 Id — n l6d) j3-(-([d Id—n led) 7 +
-f- ([d[rf] — n[c£/i)^=[d[/I — nlc/I

i(l6! [rf] — n I6(/])j3-|-([d [rfl —n led]) 7+.
f {[d\ [d\ —n[dd\)d = [d\ \l\—n\dl\

sStavimo li sada pojednostavnjenja radi:

^  (III)

lb] [6] -n [66] = Bl
[bl [cl -n [6e] — B2
[bl [dl -n [bd] = Bz - A
M [cl - n [col = Co
'[c] [dl -n [cd\ = C3 = A
[dl [d]- n [dd\ = A

n [bl] = L,
[ol [/]-n [cll = Lz
Idl [/L-n [dl] = 4

(112)



onda sistem pod 111 dobiva oblik:

i3 + C, y + A ̂ .
B,ii + c^r + D^e = } ■ ■ ■ ■
Bj (3 + c, y + A <5 = £, J

Eliminacijom nepoznanice ̂  dobiva se odovud dalje:

(B, C, — B,C,)y + (B, D, — B^D,)d = B,L, — B,L, j

Tu cemo opet pojednostavnjenja radi staviti:

Bi A — Ba C, = C,
B, Cs — B, C, = A = D,
Bi A — -^s A ~ ̂6 ^
Bi L2 — Bg Bi =
B, £3 Bg B] —- B5

pa onda sistem pod 114 dobiva oblik:

A y + (5 = £4 1 (U6>
C5 y + B5 S = Ln 1

Eliminira li se napokon y, preostaje jos samo jednadzba:

(C4 A — A A) ̂ = A A - A A • ■ (n?)

iz koje izlazi:

A is — A it

(n5>

d
(118)

 =
A — A i^4

.

Time nam je dakle na osnovi poznatih vec iznosa daden
konkretni iznoszad. Kad znamo njega, onda iznos zay izlazi iz
kojegod jednadzbe pod 116. Iz nje naime izlaze za y formula:;

n

7".

£4 — D, 6 ̂
A

A-A'^
A

(119)'

od kojih moze da se upotrijebi ili jedna ili druga, a najbolje-
obje, jer se u tom slucaju moze vec sada da otkrije eventualno-
postojanje kakove grube racunske pogreske. U najmanju ruku
pokazat ce nam rezultati obiju tih formula, sa kpliko decimala
trebamo dalje da radimo. Ne vrijedi naime raCunati dalje reci-
mo sa 10 decimala, ako se rezultati obiju tih formula ne podu-
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daraju vec u devetoj ili osmoj decimali. Na temelju poznatih
iznosa za y i ^ izlazi sada konkretni iznos za § iz kojegod
jednadzbe pod 113. Iz prve od tih jednadzbi dobiya se naime:

- (C. y + p. a)

a sUcno i iz ostalih. Kad su nam napokon poznata ova tri pa-
rametra, onda iznos za a izlazi iz kojegod jednadzbe pod 110.
Iz prve od njih izlazi napr. izraz:

„ = tn-([&]^ + [c]y+ [ri]^ . . . (,2,J
n

Svi ovi racuni mogu s pompcu racunske masine da se sa-
svim mehaniziraju i jos znatno ubrzaju, ako se u tu svrhu vec
unaprijed pripreme podesni tabelarni pregledi. Time medutim.
nije cijeli posao sasvim gotov, jer ako vec ipacunavamo kon-
kretne. parametarske iznose po metodi najmarijih kvadrata».
onda po toj istoj metodi mozemo 1 da utvrdimo stepen pouz-
danosti tih racunom dobivenih iznosa. O nacinu toga utvrdl-
vanja ne mogu medutim ovdje da govorim, jer bi to vec preslo-
granicu odredenu direktnom svrhom ove radnje. O njemu go-
vore gotovo sva bolja djela o izjednacivanju po metodi najma-
njih kvadrata.

2. IzraCunavanje za funkciju 88.

Kao sto sam vec u prednjem slucaju rekao, izmjerom y -
velicina, koje odgovaraju raznim x • iznosima, ne dobivaju se-
ni izdaleka iznosi, koji bi dadenoj funkciji odgovarali strogo.
Mjesto njih dobivaju se iznosi hi, hz, .... An (opcenito hi ),.
koji su vec i sami po sebi nepravilni, a i optereceni su pogres-
kama mjerenja, tako da izmedu svakog teoretskog y - iznosa-
(prema jednadzbi) i pripadnog mu konkretnog (opazanjem do--
bivenog) y - iznosa, sto smo ga oznaSili sa Aj, mpra da postoji"
izvjesna, pozitivna ili negativna diferencija:

 A' = yi~^i

Obrnuto, ako s torn (prethodno jos nepoznatom) diferen-
cijom korigiramo pripadni joj Aj - iznos, izlazi:

1 +
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Prednja jednadzba sadrzi (u trecem svome dijelu) i for-
inalnu aluziju na to, da y^ zavisi funkcionalno ne same od ar-
.Tgumenta (Xj), vec i od parametara, koji se naravski od slucaja
do slucaja (npr. od stojbine_do stojbine) mijenjaju. Medutim,
-'kao sto vidimo, ova funkcija nije linearno zavisna od svojih
parametara, pa se stoga za omogucenje postupka po metodi
"jiajmanjih kvadrata mora tek specijalno da preudesi u ovom
^^smjeru, a to moze da se izvede s pomocu tzv. Taylorovog
reda. No kakb opet iz tehnickih razloga mora ovaj red da se
•prekine vec nakon clanova sa prvim parcijalnim derivacijama,
pa da se dakle kvadrati i produkti tzv. dopunjaka zanemare,

"io u nasu funkcija moraju vec a priori da se za parametre
uvrste izvjesni aproksimativni iznosi (o^, b^, cj, koji po mo-
gucnosti trebaju da budu takovi, kako bi im bili potrebni sa-
"mo jos sasvim neznatni pozitivni ili negativni dopunjci (a, §, y),
:,pa da se po formulama

o = -f a; 6 = 6^+/?; c = + 7 (124)

■dobiju trazeni (najvjerojatniji) parametarski iznosi. Aproksi
mativni iznosi Op, 6^, mogu da se ustanove po spomenutoj
€lementarnoj metodi (iz jednadzbi 96—98). Najsigurnije do-
ticno najtocnije dadu se oni na taj nacin ustanoviti, ako se
raspolozivi koordinatski iznosi nanesu graficki, pa se onda ta
nepravilna krivulja priblizno izjednaci od oka.

Jednadzba 123 izrazena na spomenut nacin s pomocu naj-
nizih clanova Taylorovog reda, t. j.

^ + = = '

= /i (Oo'. V ^o) + ̂  ̂ ^ +db. dc^ (125)

.tglasila bi dakle:

(i + —x^ \ Xi
■  'ftA-Cp-/

Log 1 +

\  (126)

Ovdje mozemo pojednostavnjenja radi'da stavimo:
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b \— c

Cq /, c„ A.^ "*" "0
JT, \ X, I '

~  ° + If) = —"o "" =^1
+ ̂X°° =/>. - "o A =

Iznosi, sto ih predstavljaju ovi izrazi, dadu se izracunati,
'cim su nam poznati iznosi a^, b^, c^. Izrazi A^, Bj, Q, //j pred
stavljaju dakle poznate vec koeficijente, s pomocu kojih sistem
"Od n jednadzbi, sto izlaze iz jednadzbe 126, prelazi u sistem sa-
^vim jednostavnih jednadzbi oblika:

X^=A.a-^B.J-^ C; y — //j . - ■ (128)

Iz ovog pak sistema izlaze na poznat vec nacin normalne
jednadzbe:

[^.4] « + [AB] § + [AC\ y = [AH] ]
[AB] a + [BB] ̂ + [BC\ y = \BH\ } • • (129)
[AC] a + [BCJ § + [CC\ y = [CH] J

u kojima, kao sto vidimo,- fungiraju kao nepoznanice ne sami
parametri (kao sto je to bio slucaj pod 110, gdje su grcka slo-
"va imala drugo znacenje), vec dopunjci spomenutih pribliznih
parametarskih iznosa. Oni se po izracunanju (analognom ono-
me, sto ga predocuju jednadzbe 111—121) uvrscuju u formule
pod 124. No gotovo nigda ne dobivaju se time odmah defini-
tivni parametarski iznosi, jer ti dopunjci nakon ovog prvog.
Tacunskog procesa obicno su toliki, da se njihovi kvadrati i
produkti ne smiju da zanemare. Toga radi iznosi izraza pod
124 (dobiveni ovako prvi puta) smiju da se upotrijebe tek kao
novi priblizni iznosi, s kojima se onda cijeli opisani proces po-
navlja. Time dobiveni novi iznosi za ct, /3, y moraju da budu ma-
nji nego prvi puta (u koliko naravski ne predlezi kakva znatni-
ja racunska pogreska i u koliko racunamp sa dovoljnim brojem
decimala), no jos uvijek ne moraju da> zadovolje ni oni. Po-
navljati se stoga mora sve dotle, dok dopunjski iznosi ne
padnu u tolikoj mjeri, da se njihovi kvadrati i produkti zalsta
"vec mogu da zanemare. Da li je taj slucaj vec nastupio, moze-
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mo da se osvjedocimo kontrolom, sto nam je pruzaju jed-
nadzbe

\^A] = O; \xB] = O; hC\ = 0 . . . (I30>
dobivene na sUcan nacin kao one pod 108 doticno 109. Ako je
tai slucaj nastupio, onda imamo ne samo najvjerojatnije iz-
nose parametara, vec ujedno mo2emo da na najjednostavniji
nacin definitivno izracunamo sve potrebne nam y- iznose. Uni.
naime izlaze onda s dovoljnom ta£noscu vec iz same jednadzbe.,
122.

III. REZULTATI RACUNANJA ZA JEDAN KONKRETNI
PRIMJER.

Primjer, o kojem se ovdje radi, sadr2an je u tabeli 2. Iz-
nosi te tabele predstavljaju, kao sto rekoh, srednje sastojinske.
visine (u decimetrima), sto ih je Guttenberg za krajeve:
pojedinih decenija (do 150. godine) postavio za smrekove sa-
stojine'I. bohitetnog razreda u Tirolu. Kao sto vidimo iz si. 1,.
to su vec izjednaceni iznosi, no ne po metodi najmanjih
kvadrata, vec u glavnom graficki i od oka.

1. Za prethodno izracunanje aproksimativnih iznosa Oo,6o,Co.
po iednadzbama 96—98 upotrijebio sam ordinate, koje odgo-
varaju apscisama 10, 80 i 150. Nakon kojih desetak pokusaja
po jednadzbi 98 zadrzao sam, kao vec P^^vatljiv, iznos
_ 14-773.54, s pomocu kojegasam dalje dobio co — 4 094.228,,

n = 574*3874. S. pomocu ovih iznosa dobio sam iz sistema
tednadzbi pod 129 iznose: a = + 13*019.9496, /? = —
Q949 y = J- 0*837.605.347, tako da su sami parametri dobili
sada iznose: a = 587*407.3496, b = 12*2237.3051, c — 4 931.
833.347. Naravski morao sam da izvedem ponovljenje cijeloga.
ppstupka sa ovim novim iznosima kao aproksimativnim. Sa^
sam pak za dopunjke dobio iznose: a = — 1*1473.5573, /? —
— 0*440.782.986, y = H- 0*317.830.715, koji su dakle kud i ka-
mo manji nego prvi puta, ali jos uvijek sasvim osjetljivi. Pot
trebno bi dakle bilo svakako jos jedno ponovljenje, no ja sam:
se ovdje zadovoljio i sa ovim rezultatom. Radi toga nisam na
ravski pojedine konacne y - iznose racunao iz jednadzbe 122,
vec sam u tu svrhu morao da izracunam nove produkte ar,Ai^
jednake, kao §to vidimo iz jednadzbi pod 125—127, iznosima za
fi (Oo. bf,. Co). Ti iznosi slozeni su pregledno u trecem stupca
prilozene tabele 5, dok su u drugi stupac radi lakseg uporedi-
vanja ponovno uvrsteni Guttenbergovi iznosi iz tabele
2. Cetvrti stupac sadrzi diferencije izmedu podataka drugoga
i trecega stupca, t. j. iznose za H\ prema zadnjoj jednadzbi pod
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127. Ove diferencije, kao sto vidimo, ma da je racun obu-
•stavljen vec nakon prvog ponovljenja, nisu velike. Krivuija na
slid 3 predstavlja graficki samu funkdju, a tacke pokraj nje
^Guttenbergove visinske iznose.

Tabela 5.

hi OoAi Hi

■  10 14 9-8 4-4-2

20 53 51-5 + 1-5

30 lo'o 103-0 - 30

40 147 151-2 — 4-2

50 190 193-0 - 3-0

60 228" 228-7 — 0-7

70 260 259-1 + 0-9

80 287 285-0 + 2-0

90 310 307-3 + 2-7

100 329 326-7 + 2-3

110 345 343-6 + 1-4

120 358 358-5 - 0-5

130 370 371-8 - 1-8

140 381 383-6 — 2-6

150 391 394-2 - 3-2

Logaritmovanja i antilogaritmovanja potrebna ovdje iz-
"veo sam s pomocu napomenutih vec V e g i n i h tabela na 10
■decimala. Uopce sve racune i ovdje i u slijedecim slucajevima
jzveo sam sa brojevima od najmanje 10 efektivnih cifara.

2. Iz jednadzbe 94 uzeo sam pri izracunavanju parametara
u obzir najprije prva 4, a zatim i prvih 5 clanova (parametara).
Na osnovi njih izracunao sam zatim po formulama i3od 95 pa-
rametre jednadzbe 91. Svi ti parametri slozeni su pregledno u
tabeli 6. Parametri za prvi slucaj nalaze se u prva 4 retka.

Kao sto vidimo, svi parametri za prvi slucaj pozitivni su,
■dok je za drugi slucaj jedan od njih negativan. To je naravna
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posljedica cinjenice, da funkcija 91, makar je proizisla iz funk-
cije 88, nije s ovom identicna.

Iz prilozene tabele 7, koja je inace sasvim jednako raspo-
redena kao i tabela 5, vidi se, da se krivulja y^i pri primjeni sa
4 parametra nesto bolje prlljubljuje uz Guttenbergovu
empirijsku krivulju, nego li je to bio slucaj sa krivuljom y^s-
To je i shvatljivo s obzirom.na veci broj parametara u njoj, ma
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•Tabela 6.

c = +0-001.814.217.37 A = + 55T20I.865

a)

= -j- 0-078.439.399.2 B = + 43-235.943.1

y = + 4-352.150.86 C -= + 2.398-913.67

(5 = + 18-247.424.3 D = + 10.058-014.3

a = + 0-002.027.830.12 A = + 493-137.956

iS ^ + 0-037.830.875.8 B = + 18-655.840.8

b) y= + 6-554.101.34 C== + 3.232-076.14

6 = — 23-069.609.1 D= — 11.376-499.9

e = + 23T462.548 £*= + 114,142-968

da ona (kao sto vidjesmo) predstavija tek izvjesnu pribliznost
prema funk'ciji 88.

Jos mnogo bolje podudaratije sa G u 11 e n b e r g o v i m.
iznosima pokazuje funkcija 91 pri primjeni sa 5 parametara
(tabela 6, zadnjih 5 redaka). To podudaranje izlazi iz iznos§ ta-
bele 8, koja je s obzirom na prva 4 stupca sasvim jednako ras-
poredena kao i tabele 5 17. Diferencije izmedu iznosa u dru-
gom i trecem stupcu tabele tako su naime malene, da ako bi-
smo oba ova visinska niza nanijeli graficki u jednom te istom:
sustavu i u jednom te istom, obicajnom za to mjerilu (za aps-
cise: 1 cm = 10 god., za ordinate 1 m/m = 2 dm), onda se:
doticne kriyulje ne bi vec mogle uopce da razluce jedna od"
druge. Da 11 medutlm okolnost, da se one Ipak ne podudaraju.
sasvim, treba da se pripi§e na teret samo teoretlckoj krlvulji?-

Da bih u tom pogledu mogao da stvorim izvjestan zaklju-
cak, obrazovao sam Izmedu pojedinih konsekutivnih Iznosa it
2. tabelinom stupcu diferencije (d), a izmedu ovih 1 na Isti na-
cin opet diferencije (4' , vidi Iznose 5. 1 6. stupca). Ove druge:
diferencije nanio sam potom graficki u mjerilu 1 cm = 2 dm..
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Tabela 7.

JC 3*0 3'9I ysi — yQ

10 14 14-00 + 0-00

20 53 52-92 — 0-08

30 100 100'60 + 0-60

40 147 147-48 -)-0-48

■  50 190 189-76 — 0-24

60 228 226-50 -1-50

70 260 257-99 — 2-01

80 287 284-87 -2-13

90 310 307-87 — 2-13

ICO 329 327-65 -1-35

110 345 344-75 -0-25

m 358 359-62 -t- 1-62

130 370 372-66 + 2-66

140 381. 384-14 + 3-14

150 391 1  394-32
1

-f 3-32

Pokazalo se, da ove druge diferencije pocevsi od 50. godine
cine jednu izricito nepravilnu krivulju (si. 4), kojoj je ocito
'razlogom samo okolnost, da je fakticno nepravilan i Gutten-
Tj e r g o v visinski niz iz 2. stupca tabelinog. Ta je okolnost
napokon i lako shvatljiva s obzirom na sam nacin postanka
•■toga Guttenbergovog niza. Naprotiv krivulja drugih
•diferencija obrazovanih za funkciju 91 (vidi zadnji stupac ta-
bele) tece i nakon 50. godine sasvim pravilno i to bas kroz
sredinu sistema tacaka pripadnih onoj drugoj (nepravilnoj)
krivulji izjednacujuci ujedno time jdvu posljednju.

Necu time nikako da kazem, da je funkcija 91 u primjeni
=sa 5 parametara upravo savrsena. To ona nije vec radi spo-
mienute teoretske manjkavosti prema osnovnoj svojoj funkciji
■(88), od koje se ona uz dadeni y - niz mnogo bolje priljubljuje
samo radi znatne premocnosti u broju parametara. Uza sve to,
a radi spomenute svoje manjkavosti, moze ona za- podrucje iz-
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'Tabela-8.-

X yQ 1-91 Vgi ~yQ A'g

f ■

Agi 1  ̂ ■

10 14 14-00 0-00 14 +14 14-0 i  +14-0

.  20 53 53-00 0-00 39 +25 39-0 i, +^-b'

30 100 - 99-98 — 0-02 47 + 8 47-0 + 8-0

40 147 147-06' V +b'^06. 47 0 47-1 , +'0-i

50 190 190-17 .. .+.o-ir: 43 — 4 43-1 1 - 4-0'

60 228 227-79 — 0-21 38 - 5 37-6 - 5-5

70 260 259-86 -0-14 32 — 6 32-1 ■- 5-5

80 287 286-91 -009 27 - 5 27-0 ■— 5"1

90 310 309-67 — 0-33 23 _ 4 22-8 — 4*2

100 329 328-86 — 0-14 19 — 4. 19-2 -,3-6

110 345 345-11 + 0-11 16 - 3 16-2 T- 3-0

.  120. ,358 358-94 tO-94 13 — 3 13-8 ■ - —-2-4

- 130.. ■  - 370 370-79 + 0-79 12 - 1 11-9 - +9

140 381 381:00 + 0-00 11 . - 1 10-2 - 1-7

150 391 389-87 - 1-13 . 10 - 1 8-9 —':i-3

medu ishodista koordinatskog i prve desne* x'-" tacke '(ako
ovo podrucje jos uvijek dosta veliko) da dade eventiialrib i y -
iznose sasvim nemoguce. Takav sluCaj moze da nastupi, ako bi
predznak-zadnjega parametra (B) bio negativan. No-tq bi
onda bio —: izgleda . znak, da broj upotrijebijenih parainetara
pije dovpljan, ,pa da treba uzeti jol jednbga.

^  E) MODIFIKACIJA S OBZIROM NA RASTENJE U
DEBLJINU. - .:

:  ' c; / " v. ■; - t. •

Poznato je, da za rastenje i prirascivanje u debljinu, kako
fSe'ono. ocituje. bas xia. n a j n i 2 e-m-popreCnom prerezu debia,
't. j. ondje gdje deblo bas izlazi iz zemlje, vaze krivulje analo^e
krivuljama na slici 1. Stoga za rastenje i prirascivanje debljine
na ovoj najnizoj-tacki-osi deblpve mpraju (pribliino barem) da
vaze i zakoni sadrzani,u jednadzbama.56 i 88, No. zakpn isadrza^

«OLASNIK ZA §UMSKE POKUSE 16
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u jednadzbi 56 vazi za prirascivanje u debljinu cak i onda, akd
se ono ocituje na k o j e m g o d poprecnom prerezu debla, pa
tako i na poprecnom prerezu u v i s i n i p r s i j u (13 dm nad
zemljom). Same u ovom slucaju vazi taj zakon tek pocevsi od
one starosti (^), u kojoj je stablo bas izraslo do te visine. Ako-
se u jednadzbu 56 uvrsti sama ova starost U onda izraz za p o-
c e t n i iznos debljinskog pri'rasta u visini prsiju (tecajnog go-
disnjeg besprekidnog) glasi:

y =
At

c —1

(6+0
c+l

(131>

Kao sto je poznato, taj pocetni iznos nije bas sasvim ma-
len, cak zna da bude i razmjerno vrlo velik.



243

Starost t predstavlja dakle- ovdje d o n j u granicu x - iz-
nosa. Kad se stoga radi o tome, da se izvede funkcija ra-
stenja u visini prsiju, moramo u jednadzbu 80 da kao
donju integracionu granicu uvrstimo tu starost, cega radi kao
polazna tacka za izvod ove funkcije vazi izraz:

A\-c-l
1+- dx (132)

Uvrstimo li ovamo izraze pod 81 i 82, onda odovud steza-
njem i s obzirom na nove integracione granice u smislu jed-
nadzbe 81 izlazi izraz:

+ f) ■= 'di (133)

koji opet po uvrstenju izraza pod 84 i 85 prelazi dalje u izraz:

y=—^ f] [dl] . . . . (134)

Po izvrsenju integracije dobiva se odovud izraz:

I  1

y = be ■+1' (135)

doticno dalje, s obzirom na supstitucionu jednadzbu pod 87,
izraz:

y = (136)

Posto je t kod jednog te istog individua (doticno skupine
individua) konstantno, to i cijeli suptrahend zadnje jednadzbe
za taj isti individuum izlazi kao konstantan, dakle:

('+"7")°
pa se' prema tome-'zadnja jednadzba pojednostavnjuje na iz:raz:

(137)= k
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".. '—k . ■ (138)

'

To bi dakle bila funkciia rastenja debljine u visini prsijm
Ona se, kao sto vidimo, razlikuje od funkcije 88 same po jos
jednom daljnjem parametru (k)- ■

Kao sto to pokazuje jednad^a 136, u slucaju x = t minu
end je funkcije 138 jednak suptrahendu, pa stoga za taj slucaj
izlazi y = 0. U'starosti-/ promjer stabla u prsnoj visini bas je
dakle jos jednak nuli, dok odmah nakon toga biva on vecim od
nule i raste neprestano dalje, sve do iznosa y = a — k, koji bi
rezultirao za nedostizivu (naravski) starost

Kad bismo konzekutivne debljine stabla mjerili sasvim
•pri zemlji ili (stroze receno) bas na, samom dnu nekadanje pri-
marne stabljike, onda bismo u jednadzbu 136 doticno 137 mo-
rali za t da uvrstimo iznos o, jer za postignuce (nikakove jos)
visine spomenutog dna nije bila potrebna niti kakova starost.
Posljedicom toga" uvrstenja bio bi iznos k tako da ̂ i jed-
nadzba rastenja u debljinu dobila sada opet jednostavniji oblik
pod 88, koji — kao sto rekoh — vazi za rastenje debljine na
najnizem-poprecnom prerezu debla.- -

Parametar k oteScava naravski prakticku primjenu jed-
nadzbe 138 prema onoj pod 88. Od prakticne smetnje on je jos
i u toliko, sto modifikacija jednadzbe 138 analogna onoj, po
kojoj smo dosli do jednadzbe 91, he moze radi rijega da znaci
nikakovo ujednostavnjenje i ubrzanje posla, posto se jednadzba
138. ne moze na spomenut nacin da svede na linearnu jednadzbu
anailognu jednadzbi 94. - . '

F) OPCENITIJI OBUHVAT PROBLEMA. ;

Jednadzbe 8-a, 9 i 10 dadu se napisati jos opcenitije, ako
se i izhad svakoga x postavi izvjestan ekspdnent razlicit od 1,
recimo izraz 2 s "-1- 1, gdje ipak n'e moze s da zauzme makar
koju vrijednost. Da bi naime jednadzba, koja na taj nacin na-
staje iz jednadzbe 10, mogla da bude zadovoljena,^ potrebno je
da taj eksponent ili bude.neparan cijeli broj (poziUvan narav
ski) ili pak u- slucaju razlomka (nepravog dakako i opct samo
pozitivnog) da to bude razlomak sa nepamim i brojnikom^ i
nazivnikom. Brojnik sam ne smije'-^aj)ude paran, jer bi inace
Xje'dnako kao i" kod'parnog cijelog brpja) bio izraz uvijek
samo pozitivan (i kod negativnog iznosa za ;c), te bi time bilo
nemoguce medusobno ukidanje sumanda na lijevoj jednadzbi-
noji:-stranb[Samr paklnaziynik ne sniije .da bude paran, jer bi
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inace svi sumandi sa negativnim x - iznosima bezuvjetno bili
imaginarni. -

Da bi spomenuti eksponenti mogli da budu ovakovi raz-
lomci, mogu (prethodno) da fungiraju kao s samo oni pravi
ili nepravi razlomci, kojima je nazivnik (po razdjeljenju i broj-
nika i nazivnika sa najvecim eventualriim zajednickim fakto-
rom) neparan broj, dok im brojnik moze da bude i paran. Ta-
kovih pak razlomaka, od kojih neki (manji od mogu 'da
budu i negativni, ima zajedno sa pozitivnim cijelim brojevima
zapravo beskonacno mnogo, take da u pogledu raznih za s do-
pustivih iznosa postoji vanredno siroka mogucnost. Uz taj uslov
iz prosirene (na spomenut nacin) jednadzbe 9 doticno 12 izlazi
integracijom jednadzba:

2s-t-2

1 + ■
c (2s + 2)

(139)

koja se u slucaju s = o opet reducira sasvim na jednadzbu 13.

Na nacin posve analogan onome, po kojem smo dosli do
jednadzbe 17, dolazi se sada do jednadzbe:

■  ■ i-'-o + —^jrrJ I' txt) • • (140)

koja uz supstituciju

s + l= / (141)

poprima oblik: ■

fl + j 1 -] .. . . (U2>

Kao po^ljedica koincidencije maksimalne ordinate krivu-
Ijine sa samom ordinatnom osi izlazi ovdje na opisan na2in
razmjer:

r, Tn

—  (143)
ffi fft

prema kojem u omjeru r, : stoje sada ne vise sami linearnr
izrazi i ,<73, yec njihove potencije, dok iz jednadzbe 142 izlazi^^
da te potencije mogu sada da se shvate i kao same g r a n i c e
yarijabilnosti. No one i mpraju^da se tako shvate, ako funkcija
142, im'a svakako'da bude.samo asimetficna (sto se ovdje od"
nje fakticno i trazi). Stoga "sada i kao argumenat funkcije mo-



246

ze zapravo da vazi ne vise prijasnji argumenat (x), .vec njegova
potenciia. S obzirom na to ne mora sada (kao sto se to trazilo
kod funkcija simetricnih) da bude t ograniceno bas na iznose,
koji bi odgovarali spomenutim ogranicenjima za s- Dovoljno
ie, ako su njegovi iznosi pozitivni. . , .-u

Pod ovim okolnostima moze transformacija jednadzbe
142, koja bi bila analogna onoj pod 21, da se izvede po jedno-
stavnoj jednadzbi:

iz koje dalje izlazi:

CU5)

Odovud pak uz.supstitucije analogne onima pod 23 izlazi:
/  ̂C\E

(l -^)
t. j. opcenitiji oblik jednadzbe 24. Iz njega dalje na nacin slican
prijasnjem izlazi jednadzba:

(147)

koja, kao sto vidimo, predstavlja opcenitiji oblik jednadzbe 44.
Ako se ona napise u formi

A AT®
y' = (147a)

el"

onda iz nje s pomocu poznate jednadzbe
/  y.C\qDf I + —j (148)

y

koja vazi uz uslov D = oo, izlazi:
B

y=
I + ̂

doticno (uz sasvim jednostavnu transformaciju) dalje:

y =

AD"" x"

(D + x'^f"
(150)
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Doklegod postoji uslov D = oo, dotle je jednadzba -149
(pa prema tome i ova zadnja) potpuno identicna sa jednadzbom
147-a doticno 147, koja osim pri x = 0 daje iznos y' = o tek
jos pri X = No spomenuti uslov nije jedini, koji kod ovih
iapscisa dovodi do 'istog ovog y' • iznosa. Isti efekt izlazi naime
1 kod sasvim konacnih D- iznosa, samo treba u tu svrhu pored
:sasvim obicnih supstitucija

AD''° r=A-; D^b; C = d ■ ■ ■ ■ (151)

j I (152)
'da se (u duhu izlaganja kod 49 do 51) jos narocito stavi:

B = cd -

= c +

makon cega jednadzba 150 dobiva konacan oblik:

A'yCd—I

y = TZTTi (153)

To bi, kao sto vidimo, bio opcenitiji oblik funkcije 56, U'
Icoju on uz uslov (/ = 1 direktno i prelazi.

'  Opcenitiji oblik funkcije 88 izlazi na osnovi toga ovako:
Ako se i brojnik i nazivnik funkcije 153 podijeli sa

^cd ~1 ̂  y^cd + d — d — I (154)

tdobiva se nakon par jednostavnih operacija izraz:

y = A- x-^-^ (l + dx ■ ■ (155)
0

stavi li se ovdje:

'Otkud obrnuto izlazi:

^ = I (156)

1

id f. d
x = b I

id _ A _ i
=  § d

(157)

;pa uvrsti li se ovo u jednadzbu 155, onda iz nje s obzirom na



248

integracione grahice u smislu jednadzbe 156, zatim zamjenom
tih granica i jednostavnim kracenjem izlazi: " '

CO

y=rdl
„d

Odavde pak na nacin analogan onome pod 84 do 87 izlazi!
konacno Tiinkcija:

■ a

(159)

1 + d
X

koja se uz uslov d = 1 poklapa sa jednostavnijom funkcii-
jom 88;

Na slican nacin izlazi za opcenitiji oblik fimkcije 138 izrazr

'y = ft . . . (i6o>

' + ?

koji uz uslov d = 1 prelazi natrag u funkciju 138.

§to se tice' izracunavanja parametara za pred-
zadnju funkciju, ono je analogno onome kod funkcije 88, samo
je naravski (s obzirom na veci njihov broj) sporije i mucnije
nego za spomenutu jednostavniju funkciju. Zato je ali veca (i
to mnogo veca) priljubljivost funkcije 159 uz dadene y - nizo-
ve, nego li je to slucaj kod funkcije 88.

Za spomenuti vec primjer iznose parametri ove funkcije:
a = 487701.0464, ft = 473'327.3355, d = 1;569.983.831, c =
1*338.810.808. Za izracunanje njihovo bilo mi je potrebno 5-
ponovljenja — jarhacno i s razloga sto sam kod prvih 5 obra-
cuna upotrebljavao logaritamske tabele samo sa 7 decimala,.
tako da mi kod tih 5 obracuna ostrina racunanja nije bila do-
voljna. -U -prilozenoj tabeli 9 slozeni su pregledno za nas ovdje
najvazniji rezultati ovoga. izjednacivanja. Prema iznosima 4^
stupca ne dosize diferencija /f 'nigdje ni iznos od 9 cm. Pro-
sjecno su pak ovi rezultati slicni onima iz tabele 8, dok je ra-
cunski posao bio ondje, sve i kod yeceg broja parametara (5),.
kud i kamo kraci i udobniji nego ovdje. ■ ' •
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Tabela 9. Tabela 10

h, ffi

10 U 14-61 — 0-61 —
— — —

20 53 52-43 + 0-57 -
20 13 ■  13-18 -0-18

■30 100
.

0-16 30 28 27-75 + 0-25

40 147 147-34 - 0-34 40 44 44-16 — 0-16

50 190 190-52 -0-52 '50 61 60-84 + 0-16

60 ■  228 228-01 ■- 0 01 60 77 76-95 + 0-05

70 260 259-90 + 0-10 70 92 92-11 -0-11

80 287 286-80 + 0-20 80 106 106-17 -0-17

90 310 309-48 + 0-52 90 119 119-11 - 0-11

100 329 328-66 -I-0-34 100 131 130-98 + 0-02

110 345 344-95 -fO-05 110 142 141-84 + 0-16

120 358 358-86 — 0-86 120 152 151-79 + 0-21

130 370 370-82 -0-82 130 161 160-91 + 0-09

140 381 381-15 — 0-15 140 169 169-28 -0-28

150 391 390-14 + 0-86 150 177 176-97 + 0-03

U tabeli 10 donosim jos rezultate izjednacivanja, sto mi ga .
je za visinski nizV. Guttenbergovog stojbinskog razre-
da (vidi spomenuto djelo, str. 47), a na osnovi iznosa a =
334-241.3228, b = 90-378.343.14, d = r-126.763.79"l, c =
2-295.009.752 (po njemu i izracunanih) izveo bivsi moj asistent.
g. Dr. N. Neidhardt. Kao sto vidimo, ovdje diferencija
ne dosize nigdje ni iznos od 3 cm, sto je ujedno znak, da su do-
tiGiii Guttenbergovi y- iznosi bolje izjednaceni nego u.
prvom slucaju. Uporedimo 11 pak ove parametarske iznose sa
predasnjima (za I. stojbinski razred), vidjet cemo, da promjena .
s.tojbine utjece naravski na sve parametre, ali daleko najjace
na parametar 'b. - ; - •

Time dakako nije receno, da bi se svojstvo »indikatora
stojbine« imalo da pripise samo ovom parametru, jer sa stoj-
bihskim prilikama stoje u vezi (kao sto vidjesmo) sva 4 nave--
deiia param~et'ra, 'a'-ne-!samo 6. Svi su oni dakle, ako se izuzmu,
ispod upliva sastojinske gdstoce (kao sto bi to imao ovdje.i da _
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bude slucaj), karakteristicni za samu stojbinu, pa prema tome
'kao indikator stojbine moze hajbolje da po^?luzi z a j e d n i c k i
jedan parametarski izraz, na jednak nacin sastavljen od sva
4 navedena parametra. Koji bi to mogao da bude izraz?

Iz prednjega izvoda pocevsi od jednadzbe 153 pa do jed-
nadzbe 159 mozemo lako da konstatujemo, od kojih je sve-
•sastavnih dijelova sastavljen parametar a iz ove posljednje jed-
:nadzbe. Potpuni izraz ovoga parametra glasi naime: •

"-L
:a odo_yud obrnuto izlazi izraz:

X = abed • • .. . • ■ - (162)

t. j. multiplikacioni parametar jednadzbe 153, za koju vidjesmo
da vazi kao opcenitiji oblik funkcije prirascivanja. O identic-
*nosti ovog multiplikacionog parametra sa produktom abed
•(nazbvimo ga znacajnijim nazivom 2>koeficijenat prirasciva-
•nja«) mozemo uostalom da se lako osvjedocimo i samom dife-
jencijacijom jednadzbe 159.

Trazeni zajednicki parametarski izraz predstavljen je dakle
"po koeficijentu prirascivanja, koji kao sinteza svih navedenih
•parametara predstavlja najbolje snagu prirascivanja pod dade-
nim okolnostima. Njemu prema tome moze svojstvo indikatora
stojbine da pripadne bolje nego ikojem od navedena 4 para
metra uzeta izolirano, a bolje i nego ikojem produktu od sa-
:mo 2 ili 3 ova parametra, jer nijedan od ovih parcijalnih pro-
dukata ne moze sam za sebe da bude bolji izrazaj stojbinskih
prilika, nego li je to produkt pod 162.

Iz prednjih racuna izlazi, da koehcijenat prirascivanja za
Y. Guttenbergov stojbinski razred iznosi okruglo 78118. Na-
•protiv on.za I. stojbinski razred iznosi okruglo 485230, dakle
nesto preko sest (tbcnije 6*2) puta vise riego za V. razred. Kako

■se prema ovom koeficijentu odnosi — kao indikator stojbine —
■srednja sastojinska visina?

Ako pojedini h- iznos iz tabele 9 podijelimo sa pojedinim
po starosti mu pripadnim h- iznosom iz tabele 10, onda za do-
ticne kvocijente pocevsi od 20. pa do 150. godine starosti iz-
laze redom iznosi: 4*08, 3*57, 3*34, 3*11, 2*96, 2*83, 271, 2*61,
2*51, 2*43, 2-36, 2*30, 2*25, 2*21, dakle iznosi i varijabilni sa sta-
,TO§cu i znatno manji od navedenog konstantnog iznosa 6*2.
Osim toga moze za pojedini X - iznos da se po metodi naj-
manjih kvadrata izracuna i stepen nesigurnosti uvjetovan ve-
<5om ili manjom nepravilnoscu dadene (originalne) h - krivulje
Kao-i pogreskama mjerenja, dok to kod bonitiranja s pomodu
srednje sastojinske visine nije moguce.
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" Bonitiranje s pomocu prirasnog- koeficijenta moz-e. dakle
svakako da se oznaci pouzdanijim, a i naravnijim od bonitira-
nja s pomocu srednje sastojinske visine, varijabilne tokom ,vre-
mena sve i kod nepromijenjenih stojbinskih prilika. U koliko
bi se pak stojbinske prilike tokom vremena zaista bitno izmi-
jenile, onda ta cinjenica mora da se do izvjesne mjere odrazi
:i na visini spomenutog koeficijenta.

Prakticna provedba ovakovog bonitiranja trazila bi za po-
cetak visinsku analizu izvjesnog broja najjacih stabala (radi iz-
lucivanja upliva sastojinske gustoce), no. ako bi se visine naj
jacih stabala mjerile povremeno i opetpvano u osovnom stanju
luz uslov da im je ujedno poznata i starost), otpala bi potreba
tih analiza.

Radi potrebe vrlo opseznog raCunanja nije dakako upotre-
iDivost funkcije 159 laka i racun po. njoj brz, ali nam je zato
■dadena s njome mogucnost bonitiranja sasvim neprijepornog,
■dok se to za funkciju 91 ne moze da rekne. Osim toga pri iz-
Tacunavanju parametara s pomocu jednadzbe 94^ ne izjedna-
ciiju se u sustini same visine (doticno sadr^ine), vec tek njihove
reciprocne vrijednosti, sto zapravo moze kadsto da ham i ne
konvenira.

Za bonitiranje moze.eventualno (radi skracenja posla) da
•nam posluzi i funkcija

^  •. (163)
koja iz funkcije 159 izlazi uz uslov c = 1. Ona je naravski od
ove svoje osnovne funkcije mnogo prakticnija u upotrebi.
Nesto je prakticnija i od funkcije 88, a bit ce od ove u spome-
nutu svrhu bolja jamacno i s cisto teoretskog gledista.
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H) ZUSAMMENFASSUNG.

A.) Die Hohe, die Starke sowie auch die Holzmasse eines
'Waldbaumes odef durchschnittlich auch eines Waldbestandes
nimmt im Laufe der Zeit zu (sie wachst), ausser natiirlich wali-
rend der sogen. Nacht- und Winterpausen. Dieser Wachstums-

■prozess dauert bekanntlich so lange, als (beziiglich der einzel-
nen Individuen) aussere und innere Bedingungen dafur beste-
hen, d. h. in erster Linie die Vollstandigkeit und Lebensfahig-
keit aller diesbezuglich wichtigen Baumorgane. Eine jede der
genannteh wachsenden Grossen (wir wollen sie alle kiirzlich als
»primare Grossen« bezeichnen) erscheint mit Riicksicht darauf
als eine g'ewisse, jedenfalls aber stetige (kontinuierliche) Funk-
tion der Zeit (Gleichung 1). Stetig muss diese Funktion aus dem
'Grunde sein, weil das physiologische Wachsen nicht zu den Pro-
zessen gehoren kann, die, an sich, ganz schroffen Aenderungen
-und scharfeckigen Sprungen unterworfen waren.

Natiirlich wird dieselbe Eigenschaft auch auf den innerhalb
je eines konstant genommenen Zeitabschnittes erfolgenden Zu-
-wachs ubertragea (Gleichung 2). Nur besteht hierbei zwischen
der primaren Grosse als Zeitfunktion und ihrem Zuwachse als
-ebenfalls-Zeitfunktion'ein'Unterschied insoferne, als die pri-
-mare Grosse eine u rs p ru n g 1 i c h e Funktion der Zeit ist,
-wahrend der Zuwachs z.u sogen. derivierten (abgeleiteten)
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Zeitfunktionen gehort und in Form eines Quotienten. ausge-
driickt wird.

Im ursprunglichen Sinne des Wortes ist eigentlich der Zu-
wachs kein Quotient, sondern eine ganz gewohnliche Differenz:
(Gleichung 3) zwischen dem Betrage am Anfange und dent
Betrage am Ende einer sogen. Zuwachsperiode, die natiir-
lich von ganz beliebiger Dauer sein kann, auch von unendiich.
kurzer selbstverstandlich. In diesem Falle muss dann naturlicli
auch der betreffende Zuwachsbetrag unter jedes Maass herab-
sinken und mussen wir'uns daher, wenn es sich urn eine Auf-
nahme des Zuwachses iiberhaupt handelt, auf 'endliche Zeitin-
tervalle beschranken.

Mit Rucksicht auf gewisse (bekannte) Umstande kommt nun.
bei Baumen iind Bestanden als der kleinste, noch irgendwie er-
niittelbare Zuwachsbetrag in der Regel nur der voile Jahreszu-
wachs in Betracht. Demzufolge gilt auch eine voile Jahres-
periode in der Regel als die kleinste den Zuwachs einbeziehen-
de Zeitspanne. Meist wird jedoch aus bekannten wohlberechtig-
ten Griinden (sowohl technischen als auch wirtschaftlichen) auch
diese Zeitspanne als eigentlich von- ungenugender Lange erach-
tet und sind wir daher in der Regel genotigt, auch den ganzen
Jahreszuwachsbetrag nicht direkt fur sich allein, sondern au&
dem mehrjahrigen, meist zehnjahrigen Zuwachsbetrage d u r c h-
schnittsweise (nach Gleichung 4) zu ermitteln. Die prak-
tische Durchfuhrung der Jahreszuwachsermittlung kennt also ia
bezug auf Baume und Bestande fast uberhaupt nicht die Glei
chung 3, sondern fast nur die Gleichung 4 und somit auch Zeit-
perioden von der Dauer jedenfalls bedeutend langerer als 1
Jahr.

Nichtsdestoweniger, wenn es sich um den Gang des Zu
wachses nach Gleichung 2 handelt, konnen wir nicht umhin, als:
die den Zuwachs einbeziehenden Zeitintervalle auf unendiich
kleine Betrage (dx, d. h. Zeitdifferentiale) herabzudrucken. Da-
durch iibergeht nun die Gleichung 4 in die bekannte Gleichung"
5, d. h. in die detailisierte Form der Gleichung 2. Der in Glei
chung 5 enthaltene Quotient — der sogen. Differentialquotient
(Derivation) der primaren Funktion — obwohl' nun aus zwel
unendiich kleinen Betragen bestehend, ist jedoch imstande, den
Jahreszuwachsbetrag (als eine endliche Grosse) tatsachlich wie-
derzugeben, nur naturlich in umgekehrter Weise, als es bei der
Gleichung 4 der Fall ist. Nach Gleichung 4 erscheint namlich der
einjahrfge Zuwachs als Folge des Wachstums, welches vielfach
langer dauert als 1 Jahr, nach Gleichung 5 dagegen erscheint er
als Folge" des Wachstums nur innerhalb je eines unendiich kur-
zen Zeitabschnittes. Im ersten Falle daher bleibt der. rechnungs-
massige Jahreszuwachsbetrag wahrend eines mehrjahrigen Zeit
abschnittes konstant, -in zweiten dagegen erscheint er, selbst
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auch innerhalb ein und desselben Jahres, als sehr unbestandig,
^je nach der Intensitat bezw. nach derii Bestehen Oder Nichtber-
stehen des Zuwachses im einzelnen Zeitdifferentiale.

Der einjahrige Zuwachsbetrag nach Gleichung S erscheiht.
demnach als der auf die Zeiteinheit (1 Jahr) umgerechnete bzw..
erhohte Betrag desjenigen Zuwachsquanturns, welches produ-
ziert wurde in einem Zeitdifferentiale und erfolgte (mit Riick-
sicht auf dessen unendliche Kurze) genau in demjenigen Zeit-
punkte (x), nach welchem das betreffende Zeitdifferentiaheben
folgt. Dieser umrechnungsweise entstehende (oder besser als.
entstehend gedachte) Jahreszuwachsbetrag andert sich also un-
aufhorlich, er lauft ohne Unterbrechung (stetig) und passt ihm.
daher am besten die Bezeichnung s>laufend-jahrlicher s t e t'i -
g e r Zuwachs« zum Unterschiede vom »laufend-jahrlichen u n^-
s t e t i g e n Zuwachs«, der sich nur von Jahr zu Jahr andert und:
bekannt ist unter dem Namen x^laufend-jahrlicher Zuwachs«.
Der einfache mathematische Ausdruck dieses letzteren.ist in der
Gleichung 3 enthalten, seinen analytischen Ausdruck dagegen..
enthalt die aus der Gleichung 5 sich ergebende Gleichung 6-
(mitJTi und;r2 als dem das.einzelifie Lebensjahr einschliessendem
Zeitgrenzen). ,

Obwohl nun, wie gesagt, die wiritliche' »Wachstumskurve«-
nicht unstetig sein kann, so zeigt sie jedoch solche Eigenschaf-
ten, dass sie in alien ihren Details durchaus nicht dufch einen
(welchen auch immer) analytischen Ausdtuck erfasst werderi.
kann, uzw. aus folgenden'Griinden: 1.) Wegen der Nacht- und:
Winterpausen hat die wirkliche Wachstumskurve eigentlich
eine stufenfdrmige Form, indem sie aus zwei Kategorien von..
Stufen (Tagesstufen und Jahresstufen) besteht, deren Eckeri
abgerundet und die aufgerichteten Bindelinien geneigt und kur-
venformig sind. 2.) Sowohl die Hohen und .Breiten dieser Stu
fen'als auch die Bindelinienformen stehen unter dem Einflusse^
einer ganz enormen Menge von inneren und ausseren Faktoren,.
die sich mit der Zeit auch vielfach andern. Dies bringt es nun.,
mit sich, dass die Stufenhohen und die Stufenbreiten ebenso wier
die Bindelinienformen, alle ausserst unbestandig, nicht im min-
desten durch irgend eine mathematische Regel erfasst werderi:.
kbnnen.

Aus diesen Grunden, sowie auch mit Rucksicht auf die un--
vermeidlichen Messungsfehler, deren Wirkung ahnliche Folgen.
hervorruft, kann selbstverstandlich von einer Aufstellung der
wahren Wachstumsfunktion nicht iiberhaupt Rede sein. Und:
doch sind wir nun in bezug auf die analytische Wachstumsde-
finition nicht-ganzlich macht- und hilflos; Vom wirtschaftli-•
chen Standpunkte aus sind wir iibrigens auch nicht gar interes—
siert eben an der Kenntnis der w i.r k hi c h e-n Entwicklung und:
dazu auch eines'jeden IndividuUms sowie-. auch in ganz kurzen.
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Jnfervalleh. Was uns hier eigentlich interessiert, ist die d U r c h-
s c h n i'.t 11 i c h e Entwicklung innerhalb grosserer G r u p p e.n
von Individuen als auch nach Jahresdurchschnitten innerhalb det
Zeitintervalle, die ein Jahr vielfach iibertreffen. Und diese Ent-
\wicklung, wie es die Erfahrung lehrt, lasst sich schon darstellen
•.durch eine bereits ziemlich einfache y- Kurve, z., B. diejenige,

■ die unter der Bezeichnung Si. 1. abgebildet ist und das durch-
;schnittliche Hdhenwachstum der Fichte an den besten
• Standortsbonitaten sowie bis zum 150. Jahre darstellt. Die aus
• dieser Wachs, turns -Kurve sich ergebende Z u w a c h s -
Kurve ist an derselben Abblldung mit y' bezeichnet. Sie zeigt,
wie ersichtlich, eine Kulmination mit zwei entgegengesetzten
Wendepunkten und was namentlich hier charakteristisch ist,

• das ist die Asymmetrie der Kurve zur Maximalordinate. Der
letzte Kurvenpunkt ist noch ziemlich entfernt von der Abszis-
senaxe, was nun bezeigen sollte, dass in diesem Falle die Hd-
henentwickiung bis zum 150. Jahre noch eine verhaltnissmassig
ganz zierhliche ist. Nachdem nun doch einmal die Absterbezeit
kommen muss, so muss natiirlich auch die Zuwachskurve zulezt

• doch ganz in die Abscissenaxe herabsinken. Nur ist hier, wie
•ersichtlich, dieser Zeitpunkt noch gar sehr entfernt.

Die Wachstums- und Zuwachskurven der H o 1 z m a s s-e
sind bekanntlich den unter der Bezeichnung SI. 1. abgebildeten
Kurven ganz analog gebaut. Was nun die Wachstums- bzw. Zu
wachskurven der S t a r k e anbelangt, so ist hier eine Unter-:
scheidung je nach der Schaftstelle notwendig, an welcher die
Baumstarke gemessen wird. Wird diese nicht eben im Boden-
niveau gemessen, so ist die Wachstums- bezw. Zuwachskurve
nicht ganz vollstandig, indem sie sich nicht eben auf das gauze

'bisherige Baumleben (auch auf dessen friiheste Jugend) bezieht.
Bekanntlich zeigt jedoch auch sie nach demjenigen Alter, in
welchem der Baum die betreffende Messpunktshohe, eben er-
reicht, voile Analogie mit der Wachstums- bzw. Zuwachskurve
der Hohe und der Holzmasse, mit Ausnahme natiirlich nur des

• allerersten Anfanges dieser zwei Arten vollstandiger Kurven.
Und eben diese Ausnahme bringt es nun mit sich, dass das fiir
das Wachsen der Hohe und der Holzmasse, in Betracht kom^
mende analytische Gesetz nicht ohne gewissen Modifikations-
yorgang auf das Wachstum- der Starke ubertragen werden darf.
tleber diese Modification wird am Ende der vorliegenden Stu-.
die noch speziell Rede sein, vorderhaind aber beschranke _ ich
mich bei. den Untersuchungen Uber die. analytische . Form 'des
Wachstumsgesetzes nur auf das.Wachsen und Zuwachsen der
Hohe und. der Holzmasse.

Es besteht schon eine ganz ziemliche Anzahl von Publika-:
tionen (nicht nur forstlichen Herkommens), die sich mehr oder

'weniger mit der analytischen Definition der Wachstums- und
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Zuwachskurven befassen. Die Forstleute durften hierbei einen
grosser! zeitlichen Vorsprung vor den Vertretern anderer Fa-
cher haben, da sie jai (nach Breymann, siehe Nr. 1, S..60 ff)
'das vorgelegte Problem bereits etwa vor 100 Jahren ins Auge
fassten. In neuerer Zeit befassen sich hiermit auch die Land-
wirte uhd sogar auch die Biologen von Fach. Auch ich publi-
zierte hiertiber im Jahre 1930 eirie kleine Mitteilung vorlaufigen
Charakters (Nr. 24), wo ich eine »Wachstumsgleichung<c ver-

►offe'ntlichte (ohne Herleitung jedoch) und beziiglich ihrer An-
:schmiegsamkeit an eine konkrete Wachstumsreihe demonstri-
•erte. Jetzt aber will ich die analytische Form des Wachstums-
.gesetzes von Grund aus behandeln, wobei ich nicht umhin kann,
:auch ein anderes, seit langem bereits bekanntes, mit dem meini-
gen jedoch in einer gewissen verwandschaftlichen Beziehung
•stehendes Zuwachs- und Wachstumsgesetz, theoretisch wenig-
stens, zu behandeln.

B.) I. 1. Die Wachstumskurve ist, wie gesehen, bedeutend
^ihfacher gestaltet als die Zuwachskurve und haben wir doch
fiir die selbststandige Herleitung ihrer Gleichung keine einzige
•^inwandfreie Stiitze. Die Zuwachsgleichung dagegen lasst sich
"herleiten ganz fiir sich aliein, uzw. aus der Tatsache, dass die
Zuwachskurve sowohl einen A u s g a n g s-Punkt aus der Abs-
^issenaxe hat (im Ursprunge selbst) als auch, entsprechend dem
Lebensende der Individuengruppe, einen R u'ck k e h r-Punkt
i n dieselbe. Diese Tatsache hat namlich eine andere wichtige
Tatsache zur Folge, d. h. dass alle — theoretisch iiberhaupt
:"m6glichen — ersten Derivationen der Zuwachskurve (Glei-
•chung 7), die sich vom linken Kurvenende bis zum Kulmiha-
"tionspunkte aneinander anschliessen, p o s i t i v bezeichnet sind,
.'alle ubrigen dagegen (von da ab bis "Zum Punkte der Kurven-
Tiickkehr in die Abszissenaxe) negative Vorzeichen haben.
■Gilt die's nun fiir die Differential-Q u o t i e n t e n der Kurve, so
muss natiirlich gelten auch fiir ihre Differentiate selbst (rfy'), da
•alle — einander selbstverstandlich gleiche — Differentiale der
-Zeit nur positiv sein konnen. Nachdem aber die Summe aller
positiven Kurvendifferentiale gleich sein .muss der Summe aller
•negativen Differentiale dieser selben Kurve, indem namlich jede
'der beiden Summen gleicb ist der Maximalordinate, so muss die
:Summe beider dieser Partialsummen ganzlich verschwinden.
Bezeichnet man also die einzelnen einander unendlich nahelie-
:genden Kurvenordinaten vom linken bis zum • rechtem Ende
vorgehend mit y/, . . . so folgt aus dem Gesagten un-
-mittelba'r die Gleichung 8 und aus dieser auch die mit ihf voll-
"kommen identische Gleichung 8-a, wo p irgendwelche reelle
nihd endliche (positive Oder negative, gahze oder gebrocheiie)
•Zahl sein- kann, die Null mit eingeschlossen.

tOLASNIK ZA §UMSKE POKUSE 17
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Beide diese Gleichungen gelten unbedingt fur jede Kurve^.
die sowohl aus der Abszissenaxe herauskommt als auch in die--
selbe wieder zuriickkehrt, gleichwohl ob nun die Kurve zur Ma-
ximalordinate symmetrisch oder asymmetrisch liegt und ob sich.
diese Ordinate eben in der Ordinatenaxe befindet oder irgend-
wo anders. Wir wollen vorlaufig supponieren: 1.).
dassdieKurvesymmetrischliegtzurMaximal-
ordinate; 2.) dass sich diese Ordinate eben in*,
der Ordinatenaxe befindet. Dementsprechend wol
len wir der Gleichung 8-a die Bedingung auferlegen, dass alle
ihre quotientartig angeschriebenen Einzelausdrflcke einander-
gleich werden, d. h. dass ein jeder derselben, allgemein (index-:
los) ausgedriickt, gleich werde (nach Gleichung 9) einem von
Null verschiedenen, endlichen und konstanten Betrage k- In die-
sem Falle folgt aus der Gleichung 8-a ganz unmittelbar die Glei
chung 10, die naturlich auch voile Geltung hat im Falle:
der zur Ordinatenaxe eben symmetrischen Funktionen. Fiilirt
man in die Gleichung 9 den Ausdruck 11 ein, so folgt aus ihr
die Gleichung 12, wo r im Sinne der lur p gemachten Ein-
schrankungen irgend einen reellen und von Null verschiedenen.
Betrag annehmen kann. Wir wollen jedoch fiir r nur endliche.-
Betrage voraussetzen. Wird nun die Gleichung 12 integriert,
so folgt aus ihr nach einigen einfachen Umformungen die Glei
chung' 13 mit c als Integrationskonstante. FUr diese setzen wir
ebenfalls voraus, dass sie nur reelle, endliche und von Null ver-
schiedene Werte annimmt.

Wie gesehen, alle drei Parameter der Gleichung 13 haben
also noch unbestimmte Vorzeichen,. woraus man nun a priorh
schliessen konnte, dass diesbeziiglich verschiedene Kombinatio-
nen moglich seien. Nachdem jedoch y' offenbar nur positiv sein
kann, so zeigt uns der erste Multiplikationsfaktor der Gleichung-
an, dass im Falle eines positiven r ebensowohl auch c nur posi--
tiv, im kontraren Falle dagegen auch c nur negativ sein kann.
.Wir nehmen hier bloss den ersten Fall an, d. h. positive Werte:
fiir beide diese Parameter. Nimmt man jetzt fiir x den Betrag.
Null an, so folgt aus 13 die Gleichung 14, d. h. ein Betrag, der-
im Sinne unserer beiden Hauptsuppositionen grosser sein muss-,
als irgend ein anderer y' - Betrag. Daraus folgt nun weiters
(mit Riicksicht auf Gleichung 13), dass k jedenfalls negativ sein.
muss. Unter dieser Bedingung und mit Riicksicht auf die Substi-
tutionsgleichungen 15 gelangt man schliesslich zur ganz einfa--
chen Gleichung 16, wonach sich x bewegen kann zwischen end--
lichen und gleichen Grenzwerten'— g und H- g, wahrend gleich-
zeitig y zweimal alle mdglichen Werte zwischen Null und a-
annimmt.

Dies ware nun die gesuchte Zuwachsfunktion, wenn die.-
Zuwachskurve symmetrisch ware.zur Maximalordinate, was je-
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doch (wie gesehen) nicht der Fall ist. Der Umstand, dass die
Maximalordinate dieser Funktion sich eben in der Ordinateii-
axe befindet, ist ganz nebensachlich mit Riicksicht auf die sehr
leichte Umformungsmoglichkeit dieser Funktion unter An-
nahme einer neuen, linksseitig stehenden Ordinatenaxe, uzw;
iri der Entfernung g von der ursprunglichen. Die Gleichung 16
ist also nicht das, was wir tatsachlich erstreben, sie gibt uns je-
doch eine feste Stutze fiir die Erreichung des Zieles, d. h. fur
die deduktive Aufstellung einer wirklich asymmetrischen Funk
tion. Sie kann namlich auch in der Form 16-a angeschrieben
werden, die nach gewissen ganz unbedeutenden Aenderungen
beziiglich der Parameter die allgemeinere Form 17 annimmt. All-
gemeiher ist diese letztere insoferne, ails sie gleich fahig ist I'ur
die Charakterisierung sowohl der asymmetrischen als auch der
symmetrischen Kurven. Prinzipiell gilt sie namlich fur asym-
metrische Kurven, kann dabei jedoch auch an symmetrische
Kurven angewendet werden, wobei dann selbstverstandlich je-
der Unterschied zwischen gleichnamigen Parametern der bei-
den binomischen Ausdriicke ganz von selbst verschwindet.

Die Richtung und der Grad der Asymmetrie sowie auch die
Lage der Maximalordinate im Koordinatensystem kann nach
Gleichung 17 sehr variieren — je nach konkreten Parameter-
werten, die jedoch, den bisherigen Voraussetzungen gemass, alle
positiv sein miissen.

Die Funktion 16 enthalt, wie gesehen, das Prinzip der Koin-
zidenz zwischen der Maximalordinate und der Ordinatenaxe.

Obwohl nun die Funktion 17, wie gesagt, auch eine andere La
ge der Maximalordinate im Koordinatensystem prinzipiell zu-
lasst (je nach konkreten Parameterwerten), so wollen wir doch
auch fur sie dasselbe Koinzldenzprinzip annehmen, da sie nur
unter dieser Bedingung ganz beliebige nachtragliche Umfor-
mungen zulasst. Vor jeder Umformung dieser Funktion muss
sie somit, prinzipiell genommen, die gesagte Kardinaleigen-
schaft besitzeh, dass sich namlich ihr Kulminationspunkt eben in
der Ordinatenaxe befindet. Was ist jedoch daraus zu folgern
beziiglich ihrer Parameterbetrage? Um darauf eine Antwort zu
bekommen, miissen wir vorerst den allgemeinen Ausdruck fur
die Abszisse ihres Kulminationspunktes festsetzen, d. h. wir miis
sen die Funktion nach x differenzieren, sodann diesen Diffe-
rentialquotienten gleich Null setzen und die auf diese Weise er-
haltene Gleichung nach x aufldsen. Nach Anwendung dieser
Regel auf die Funktion 17 erscheint fiir x (als einzige Lot
sung) die Gleichung 18. Wird jetzt x = o gesetzt, so resultiert
aus 18 die Gleichung 19 und daraus weiter die Gleichung 20.

Wenn also der Kulminationspunkt der Funktion 17 sich
eben in der Ordinatenaxe bedinden soil (x = o), so miissen ihre
Grenz- und Exponentparameter die Proportionalitatsgleichung
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20 bilden. Mit HUfe dieser normalen Beziehung zwischen den
gesagten Parametern sind wir nun in der Lage, schon durch
"blossen Anblick der Funktion 17 (uzw. auf Grand der gegebe-
nen, bekannten, Betrage fiir beide Grenzparameter) leicht zu
beurteilen, welcher der beiden Kurvenaste langer bezw. kiirzer
sein muss: ob der linksseitige (der auf die linke Seite der Ordi-
natenaxe kommende) oder der rechtsseitige. Umgekehrt, schon
nach der Form der y'- Kurve auf Abbildung 1 sind wir in der
Lage zu konstatieren, dass bei den Zuwachskurven (wenn bei
ihnen die Ordinatenaxe eben auf den Kulminationspunkt hinge-
legt ware) g2 > sein sollte und demzufolge, proportionsge-
mass, auch

Nehmen wir beispielsweise fiir die Parameter der Funktion
17 die Betrage an: a = ICQ, = 2, g^ = 4, Tj = 5, g^ = 10.
In der beigelegten Tabelle 1 sind nun einige Koordinatenpaare
derseiben Funktion zusammengestellt, wahrend die Abbildung 2
{Si. 2) den zugehdrigen Kurvenverlauf zur Anschauung bringt.

Die Funktionen 16 und 17 wurden schon von K. Pearson
■aufgestellt (im J. 1895), jedoch zu ganz anderen Zwecken, auf
einer ganz anderen Grundlage und demzufolge auch mit Hilfe
ganz anderartiger Herleitung. C z u b e r bringt dieselben samt
Herleitungen auf S. 25—29 eines seiner bekannten Werke
<Nr. 38).

Die Gleichung 21 reprasentiert nun die erste Stufe fiir die
Umformung der Funktion 17 mit Zuhilfenahme der im Abstande
gi linksstehenden neuen Ordinatenaxe (Abbildung 2). Nach
einigen einfachen Operationen ergibt sich hieraus die Gleichung
22 und aus dieser, mit Hilfe der Substitutionsglelchungen 23,
schliesslich die Gleichung 24. Dies ware prinzipiell die gesuchte
Zuwachsfunktion, deren Parameter (dem ganzen Herleitungs-
gange gemass) alle natiirlich positiv sein miissen. Aus ihr ergibt
sich gleich auf den ersten Blick, dass y' = o sein muss nicht nur
bei der Abszisse Null, sondern auch bei der Abszisse C. Das Zeit-
gebiet von O bis C schliesst also alle charakteristischen Ent-
wicklungserscheinungen in sich ein. Selbstverstandlich lasst die-
se Gleichung, ganz formell genommen, auch Abszissenbetrage
grossere als C und sogar auch negative x - Werte zu. Jedoch
kdnnen diese nicht hier in Betracht kommen, da wir hier nur
die Ordinaten zwischen O und C ins Auge nehmen. Auch wii-
ren iibrigens die diesen fiir uns sinnlosen Abszissenwerten ent-
sprechenden Ordinaten, wie es schon Czuber (und sicherlich
auch Pearson) beziiglich der Gleichung 17 hervorgehoben
hat, meist imaginar, in Anbetracht dessen dass-die beiden in der
Gleichung auftretenden Exponenten zumeist gebrochene Zahlen
sein miissen.
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B.) I. 2. Der Raumersparnis halber muss ich den die analy-
tische Verifikation der Gleichung 24 betreffenden Haupttextin-
halt nur ganz .summarisch resumieren. :Es wird dort analytisch
nachgewiesen, dass die Kurve 24 alle charakteristischen Eigen-
schaften einer beliebigen (durchschnittlich jedoch genommenen)
Zuwachskurve besitzt. Namentlich wird nachgewiesen: 1) dass
die gesagte Kurve fahig ist, aus dem Koordinatenursprunge un-
ter verschiedensten. Winkeln bezw. Richtungen auszugehen: so-
wohl unter dem Winkel O, d. h. tangential an die Abszissenaxe,
als auch unter grosseren und selbst bis zu 90 Grad aufsteigenden
Winkeln, wobei jedoch dieser letztere Fall, obwohl von der Glei
chung noch zugelassen, beim Zuwachse eigentlich nicht in Ruck-
sicht-kommen kann; 2.) dass sich dieselbe Kurve (ebenso wie
alle wirklichen Zuwachskurven) an ihrem rechten Ende nur
tangential an die Abszissenaxe anschliesst; 3.) dass-sie innerhalb
des besagten Gebietes nur ein einziges Maximum besitzen kann,
uzw. bei der durch die Gleichung 26 ausgedriickten Abszisse; 4.)
dass sie ausserhalb der. Abszissenaxe und zugleich rechts von
der Ordinatenaxe nur zwei Wendepunkte haben kann, uzw. bei
den durch die Gleichung 28 ausgedriickten Abszissen.

B.) I. 3. Die Gleichuhg 24 besitzt, wie gesehen, einen Para
meter (C), der die obere Zeitgrenze der Zuwachsaktivitat an-
gibt d. h. das Alter, welches die Waldbaume (nach Maassgabe
ihres bis zu einem gewissen Zeitpunkte eben noch beobach-
teten Entwicklungsganges) wahrscheinlich noch erleben konnen.
Auf Grund einer konkreten Reihe von Zuwachsbetragen ver-
suchte ich nun beilaufig zu bestimmen, bis zu welchem Betrage
der erwahnte Parameter uberhaupt ansteigen kann. Zu diesem
Behufe muss man bekanntlich wenigstens 4 verschiedene Koor-
dinatenpaare kennen, da die Gleichung 24 vier Parameter enx-
halt, die (als vorlaufige Unbekannten) ermittelt bezw. ausge-
rechnet werden konnen nur mit Hilfe von wenigstens 4 Glei-
chungen mit bereits bekannten Koordinatenpaaren. Viel siche-
rer fallt diese Berechnung selbstverstandlich aus, wenn sie nach
der Methode der kleinsten Quadrate ausgefuhrt wird, naturlich.
auf Grund einer grosseren Anzahl von Koordinatenpaaren, als
in der Gleichung eben Parameter enthalten sind. Doch ist die
ses exakte Verfahren selbst in den leichtesten Fallen wesentlich
langwieriger, hier aber, wo wir es mit nichtlinearer Gleichung
zu tun haben, ist es noch ganz unvergleichlich langwieriger. An-
derseits mir handelte es sich hier nicht gar um voile Exaktheit,
sondern bloss um eine eben noch ertragliche Approximation. Es
war ausserdem nur die gesagte Zeitgrenze, die mich hier inte-.
ressierte, nicht aber auch die iibrigen Gleichungsparameter.
Ich wendete also die einfachere und rascher zum Ziele fuhrende
Methode der teilweisen Auflosung von 4 Bestimmungsgleichun-
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gen an. Der Weg nun, welcher zur Formel fiir die Berechnung
von C fiihrt, ist bezeichnet durch die Gleichungen 29—34. Die
betreffende, nicht geschlossene Formel fiir die Berechnung von
C ist in der Gleichung 34 enthalten, aus welcher sich C nur
durch schrittweises Probieren mit verschiedenen dafur im vor-
hinein angenommenen Werten ermitteln lasst. Als beste Losung
gilt sodann derjenige C- Betrag, fur welchen sich der linkssei-
tige, als erscheinende, also veranderliche Teil der Glei
chung am meisten nahert dem rechtsseitigen (konstanten)
Gleichungsteile. Selbstverstandlich konnen wir uns auf diese
Weise demjenigen C- Werte, der den gegebenen Koordinaten-
paaren vollkommen streng entspricht, mit einer ganz beliebi-
gen, selbst auch aussersten Genauigkeit nahern, sofern dazu in
rein technischer Hinsicht uberhaupt Moglichkeit besteht.

Auf diese Weise erledigte ich nun die C- Berechnung mit
Hilfe gewisser Koordinatenwerte, die sich mittelbar aus den An-
gaben der Tabelle 2 ergeben. Diese Angaben stammen von Prof.
Guttenberg her (Nr. 16, S. 45) und beziehen sich auf den
Wachstumsgang der mittleren Bestandeshohe fiir die Fichten-
bestande der I. Standortsbonitat in Tirol, uzw. in Decimetern
ausgedriickt und innerhalb der Altersgrenzen vom 10. bis zum
150. Jahre. Graphisch wurde dieser Wachstumsgang dargestellt
durch die y Kurve der Abbildung 1. Die Differenzen dieser
aufeinander folgenden y- Betrage, nach Formel 4 je durch 10
geteilt und (dem allgemeinen Gebrauche gemass) den betref-
fenden Periodenmitten als Abszissen zugewiesen, als wenn er-
folgten sie eben in diesen Mitten, sind (in Centimetern) enthal
ten in der Tabelle 3. Diese Reihe von Zuwachswerten sollte

eigentlich (im Sinne der Gleichung 4) mit ~ bezeichnet wer-

den, nicht aber (wie hier) mit y'; doch ist dies ganz neben-
sachlich in Anbetracht des Umstandes, dass sie hier (in vdlliger
Ermangelung einer besseren) doch faktisch die y' - Reihe nach
Gleichung 24 reprasentieren soli.

Aus dieser empirischen Reihe von Zuwachsbetragen nahm
ich nun fiir die gesagte Berechnung diejenigen heraus, die den
Abszissen 5, 55, 95, 145 entsprechen. Dieselben sind namlich
auf das ganze vom 5. bis 145. Jahre reichende Zeitgebiet derart
verteilt, dass man daraus schon mit einer ganz ziemlichen Be-
rechtigung eine geniigende Genauigkeit des (mit Hilfe von nur
4 Koordinatenpaaren) errechneten C- Betrages erwarten darf.
Die fiir die Rechnung notwendigen Logarithmen entnahm ich
den 10-stelligen Logarithmentafeln yon Vega (Vega G e o r g:-
Thesaurus logarithmorum completus, Leipzig 1794)'. Die Prazi-'
sion dieser Tafeln niitzte ich, wo es eben notwendig war (bei
Interpolationen), bis zur aussersten Grenze aus. Der konstante
Ausdruck auf der rechten Gleichungsseite betragt nun nach die-
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ser Rechnung 0.529.562. Obwohl ich mit einer viel grosseren
Anzahl von Decimalen rechnete, fuhre ich hier nur deren sechs
an, da (wie wir gleich sehen werden) eine grossere Anzahl der-
:selben hier auch nicht notwendig ist.

Der richtige C- Betrag kann somit, praktisch genommeni
iiur derjenige sein, der — in den linksseitigen variablen F (C)-
Ausdruck eingefuhrt — fur diesen letzteren den eben angefiihr-
ten Betrag 0.529.562 ergibt. In den eben erwahnten variablen
Ausdruck fuhrte ich nun nacheinander die sieben in der Tabelle
4 angegebenen C- Werte ein. Die entsprechenden F(C)' Werte,
■ebenfalls in der Tabelle angefuhrt, zeigen nun mit anwachsen-
-den C- Werten jedenfalls auch eine Zunahme, jedoch eine aus-
-serst langsame. Obwohl der letzte C- Betrag bereits die astro-
nomische Zahl von 100 Milliarden von Jahren uberschritten hat,
Tialt sich der ihm entsprechende F(C)- Betrag noch gar sehr
Aveit unter der angegebenen konstanten Zahl. Offenbar zeigt
-also die Tendenz an, sich dieser konstanten Zahl erst in der
Unendlichkeit vollkommen zu nahern. So sollte denn das Alter,
bis zu welchem — dem angegebenen Zuwachsgange gemass —
'die Fichtenstamme an der gesagten Bonitat durchschnittlich
lioch leben und wachsen konnten, sich eigentlich in die Unendlich
keit erstrecken. Dies kommt ubrigens auch schon aus der gra-
phischen Darstellung desselben Zuwachsganges heraus, wie es
die darnach konstruierte y' - Kurve (Abbildung 1) zeigt. Bei
ihrem rechten Ende zeigt sie namlich schon eine zur Abszissen^
saxe beinahe "p^rallele Richtung an, obwohl nicht einmal das Al
ter von 150 Jahren noch uberschritten ist. Sofern mir bekannt,
ahnlich stehen die Verhaltnisse bei alien aus neueren Ertrags-
-tafeln resultierenden Zuwachskurven.
.  Wie vertragt sich jedoch dies mit der bekannten Tatsache,

dass die grosse Mehrzahl von bestandbildenden Baumen aufhort
zu wachsen und abstirbt sogar sehr friih und dass auch die ubri-
gen Individuen nicht langer leben und wachsen konnen als hoch-
stens ein halbes bis ein ganzes Jahrtausend oder vielleicht auch
-noch etwas mehr (dies jedoch bei anderen, noch langer lebens-
-fahigen Holzarten). Die Erklarung scheint nicht schwer zu sein.
-Die Ertragstafelkurven geben bekanntlich den d u r c h -
schnittlichen Entwicklungsgang an uzw. nur bis zum Al
ter, in welchem die Bestande verhaltnissmassig noch ein ziem-
•lich gutes Gedeihen zeigen. Ihr Zuwachs in diesem Alter, ob
wohl nun schon weit unter demjenigen, den sie zur Zeit ihrer
•besten Entwicklung zeigen, ist ja immerhin noch ein solcher,
•als 0b der Bestand — dem ganzen Gange seiner bisherigen
•Entwicklung gemass — noch eben bis in die Ewigkeit leben und
wachsen werde. Doch die Altersschwache, die nachher fortwah-
-Tend und immer mehr Platz greift, iibt auf den Entwicklungs
gang nicht nur direkten Einfluss aus, sondefn auch insoferne.
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als sie unvermeidlich und immer mehr von Erkrankungen aller
Art- begleitet wird, die nun zuletzt den Lebens- und Entwick-
lungsfaden weit friiher abbrechen, als es sonst der Fall ware.

Obwohl also die Baume und Bestande nur ein ganz be-
grenztes Dasein haben konnen, so ist doch ihre Entwicklung
bis zur Erreichung eines gewissen, wirtschaftlich noch zulassi-
gen Alters (nach welchem die Entwicklungsbeobachtungen uber-
haupt aufhdren) noch immer eine solche, als o b sie — weiin.
auch in je schwacherem Rythmus — bis eben in die Ewigkeit
andauern werde. Und fur uns daher, wenn es sich daruber han-
delt, eine analytische Grenze ihrer Entwicklung festzusetzen, ist
eigentlich nicht das maassgebend, was tatsachlich stattfindet
nach Ueberschreitung des wirtschaftlich noch zulassigen Alters,,
sondern das, was voraussichtlich stattfinden kSnnte, wenn
die Altersschwache nicht unterstiitzt ware (und dazu in eineriL
fortwahrend zunehmenden Maasse) von pathologischen Prozes-
sen aller Art. Es ist demnach durchaus nicht zu befurchten,.
dass der analytische Ausdruck, der den durchschnittlichen Zu-
wachsgang bis zum wirtschaftlich noch zulassigen Alter charak-
terisieren soil, irgend einen Schaden dadurch erieiden werde,.
wenn man die obere Entwicklungsgrenze bereits im vorhinein
bis in die Unendlichkeit versetzt.

B.) II. 1. Nach Abbildung 2 und in Anbetracht der vorletz-
ten Gleichung unter 23 kann C unendlich werden nur vermit-
telst seines rechten Teils^^, wahrend die Grossen-.^^ und = B
bei irgend welcher Zuwachsreihe nur endlich sein konnen. Das-
selbe gilt natiirlich auch fur deren Quotienten (Gleichung 35)
und demzufolge — vermittelst der Gleichung 20 als auch der
letzten zwei Gleichungen unter 23 — auch fur den Quotienten
36, woraus sich dann unvermittelt der Ausdruck 37 ergibt. Wird
dieser in die Gleichung 24 eingefuhrt, jedoch mit Rucksicht atif
die unter 23 ersichtliche urspriingliche Form von A, so folgt
(mit Beachtung auch der iibrigen Substitutionsgleichungeri un
ter 23) die Gleichung 38, woraus dann nach einigen einfachen
Umformungen die Gleichung 39 resultiert. Wird C unendlich,
so reduziert sich hier der Zahler des ersten Hauptbruches auf f/,
wahrend der Nenner des zweiten Hauptbruches (als der Einheit
gleich werdend) aus der Rechnung verschwindet. Vom Nenner
des ersten und vom Zahler des zweiten Bruches dagegen ge-
langt man nach bekannter Regel der Infinitesimalrechnung zu
den Ausdriicken 40 und 41 mit e als Basis des naturlichen Loga-
rithmensystems. Die Gleichung 39 verwandelt sich also unter
dem Einflusse dieser Aenderungen in die Gleichung 42 und ver
mittelst der Substitutionsgleichung 43 zuletzt in die Gleichung
44, wo natiirlich A nicht identisch ist mit demselben Zeicheii
unter 24.
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Damit- sind wir nun zur Zuwachsfunktion gelangl, die- auch
schon ganz formell davon Rechnung tragt, dass bei Waldbaii-.
men und bis zum wirtschaftlich noch zulassigen Alter die durch--
schnittliche Zuwachskurve derartiges Aussehen zeigt, als ob das..
Wachstum — mit unaufhorlichem Sinken des Zuwachses natiir-
lich — bis in die Ewigkeit andauern werde. Die Funktion 24,
an derartige Zuwachskurven angewandt, nimmt sozusagen ganz:
automatisch die Form 44 an und wird sodann, neben dieser,
ganz von selbst gegenstandslos.

In einer dem Verfahren, welches enthalten ist in den Glei-
chungen 21—24, ganz ahnlichen Weise ergibt sich auch die Funk
tion 44 aus einer Gleichung, welche bereits von Pearson,
hergeleitet wurde und welche von C z u b e r angefiihrt wird an
den Seiten 24 und 29 seines erwahnten Buches. Nur wurde na-
tiirlich diese Funktion, als von den Zielen, die diesen Autoren.
vorschwebten, ganzlich abseits stehend, nicht von ihnen herge
leitet und (sofern mir bekannt) auch gar hindeutungsweise.
nicht beriihrt.

Nach Einfuhrung des Ausdruckes 45 nimmt die Funktion.
44 ohne weiteres die Form 46 an, die als Zuwachsgleichung von.
Roller bekannt ist (Nr. 6, S. 34). Roller hat sie jedoch.
nicht hergeleitet, sondern sie einfach von Gram iibernommen,.
nur mit dem Unterschiede, dass sie von Gram als W a c h s-
t u m s- Funktion vorgeschlagen und angewandt, von Roller
dagegen als Z u w a c h s-Funktion ins Auge gefasst wurde, was.
selbstverstandlich richtiger ist. Die Z u w a c h s-Rurve nimmt
namlich schon bei Lebzeiten des Baumes vielfach ab (die Hd-
henzuwachskurve sogar sehr friih), wahrend eine etwaige Ab-
nahme der Wachstums-Rurve nicht anders ins Auge gefasst
werden kann, als ein Prozess der postmortalen Zersetzung,.
welcher aber mit dem Wachstum (als einer ausdrucklichen Le--
benserscheinung) bereits nichts mehr gemeinsam hat. Ander-
seits auch schon der blosse Begriff des physiologischen Wach-
sens vertragt sich durchaus nicht mit dem Begriffe des Sinkens,
welcher nun an die Gleichungen 46, 44 und 24 jedenfalls gebun-
den ist.

Ob nun auch Gram die Funktion 46 ohne Herleitung auf^
gestellt Oder sie wirklich hergeleitet hatte und auf welchem
Prinzipe, ist mir nicht bekannt, da Gyldenfeldt, berich-
tend von ihr in der »Zeitschrift fiir Forst- und Jagdwesen«
(1880, S. 240), nichts sagt in dieser Hinsicht.

B.) II. 2. a) Wenn wir schon fiir die Zuwachsfunktion das;
Prinzip angenommen habenj dass ihre obere Zeitgrenze" (bei
Waldbaumen und Waldbestanden wenigstens) ins Unendliche
reichen soil, so ist hiermit der Vorrat solcher aus Gleichung 24-
bezw. 22 herleitbarer Funktionen nicht ganz erschopft. Die Glei-
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•-Chung 20 bleibt namlich in sich selbst unverandert, wenn man
."z. B. vor ihre beiden rechtsstehenden Ausdriicke negative Vor-
-ieichen setzt, d. h. wenn man diese Gleichung anschreibt in der
"Form 20-a. Werden nun diese negativen Vorzeichen in die Glei
chung 22 eingefiihrt, so erhalt sie die Form 47. Wird deren
letztangeschriebener (eingeklammerter) Ausdruck auf gemein-
'samen Nenner — ̂7^) gebracht, so kurzen sich miteinander
der Zahler des ersten und der Nenner dieses nun neuentstande-
nen zweiten Bruches, wobei im Zahler des ersteren nur noch
a ubrigblelbt, wahrend der gesagte Nenner des letzteren ganz
wegfallt. Wird hierauf der zweite Ausdruck aus dem Nenner
ties ersten Bruches unter den noch ubrig bleibenden Zahler des
letzteren versetzt, so konrien dann beide diese Ausdriicke unter
■den gemeinsarhen Exponenten — gesetzt und sodann, als
"Zahler und Nenner ein und desselben Bruches, mit (—1) multi-
■pliziert werden. Hierdurch nimmt nun die Gleichung 47 die Form
48 an. Transformiert man jetzt diese letztere mit Rucksicht auf
die Negativitat des Exponenten, so ergibt sich weiterhin die
'Cleichung 49.

Wie hieraus ersichtlich, muss auch hier, ebenso wie frii-
"her, grosser sein als (und demzufolge auch > Tj), da sonst
.y eventuell (ab und zu) auch negativ sein konnte, was jedoch

mit Rucksicht auf den unbedingt positiven Charakter des Zu-
wachses nicht statthaft ist. Ausserdem miisste die Relation

> 92 es mit sich bringen, dass bei einem gewissen von Null
verschiedenen (positiven) x • Betrage der Neriner des rechtsste
henden (veranderlichen) Bruches auf Null herabsinkt, was nun
den naturwidrigen und daher unmoglichen Betrag y' = <x> zur

"Folge hatte. Ihrer theoretischen Aufgabe kann somit diese letz-
"tere-Gleichung genugen nur unter der (wie wir noch sehen wer-
den)rganz leicht erfullbaren Bedingung g^ > g^

Damit nun anderseits g.y unendlich werde, wie dies z. B. 'in
den Gleichungen 38—41 der Fall ist (mit Rucksicht auf die vor-

ietzte Gleichung unter 23), dies ist hier durchaus unndtig, da
auch hier y' grosser bleibt als o bis selbst in die Unendlichkeit
und erst alsdann (wegen > r^) auf Null herabsinken muss.
Der variable Bruch in 49 kann namlich auf die Form 50 (rech-
terhand) gebracht werden, deren erster Summand bei x =
offenbar verschwindet. Damit nun ihr zweiter Summand bei
demselben x • Betrage unendlich werde und demzufolge auch
y' verschwinde, Vorbedingung dafiir ist Tj > r^.

Dies ist also die Grundbedingung fiir die Richtigkeit der
"Gleichung 49 und dieser Bedingung sollen wir Geniige leisten
'bereits a priori. Dies ist jedoch auch ganz leicht moglich, wenn
"won den -Substitutionsgleichungen 51 Gebrauch gemacht wird.



267

"WO c als ein neuer Parameter eingefiihrt wurde, der grosser sein
muss als 1. Mit Riicksicht auf die Gleichung 20 besteht jetzt die
ihr konforme Gleichung 52 und hieraus ergibt sich nun der Aus-
'druck 53. Wird dieser letztere (ebenso wie die Ausdriicke unter
•51) in die Gleichung 49 eingefiihrt, so ergibt sich hieraus nach
•einigen Zusammenziehungen der Ausdruck 54. Hieraus wiederum,
uzw. mit Rucksicht auf die Abkiirzungen unter 55, ergibt sich

'.schliesslich die erstrebte Funktion 56, wo ebenfalls alle Parame
ter positiv sein miissen {A natiirlich mit einer anderen Bedeu-
tung als in den Gleichungen 24, 44, 46). Hierdurch erhielten wir
nun eine Zuwachsfunktion, die (bei denselben Grundeigenschaf-
ten) einen wesentlichen Vorteil hat den bereits angefiihrten
•gegeniiber. Wir werden ihn noch kennen lernen.

B.) II. 2. b) Auch fiir diese letzthergeleitete Funktion wird
im Haupttexte analytisch nachgewiesen, dass sie alle charakteris-
tischen Eigenschaften der Zuwachskurven besitzt, ganz so wie
'die Funktion 24. Namentlich wird festgestellt, dass unbedingt
c > 2 sein muss, da sonst die Kurve 56 nicht entsprechen konn-
te den wirklichen Zuwachskurven sowohl in bezug auf die
Richtung ihres Ausganges aus dem Ursprunge als auch in bezug
auf die Position ihrer Wendepunkte. Als wesentlichste Resul-
tate dieser Verifikation sind Gleichungen 58 und 60 hervorzu-
"heben, deren erste die Abszisse des einzigen Kulminationspunk-
tes reprasentiert, die zweite dagegen die beiden Wendepunkts-
abszissen. Die Verifikation der Funktionen 44 und 46 wurde

hier unterlassen, da es bezuglich der letzteren bereits Roller
getan hatte (a. a. O., S. 35—37) und da die erstere eigentlich
nichts anderes ist, als eine analytisch brauchbarere Form der
4etzteren.

.B.) III. Die Zuwachsfunktionen fiir sich allein konneri fur
tiie praktische Anwendung nur von einer mehr untergeordne-
ten Bedeutung sein den Wachstumsfunktionen gegeniiber. Dies
kommt daher, dass der Zuwachs, als Differenz je zweier aufein-
:ander folgender y- Betrage, behufs Priifung seines Ganges
nicht direkt gemessen, sondern nur indirekt ermittelt werden
kann, uzw. aus den nacheinander gemessenen y - Betragen. So
"ist es wenigstens in der ganz gewaltigen Mehrzahl von Fallen, d.
h. beim Massenzuwachs stets und beim Hdhenzuwachs meist (nur
hie und da Falle ausgenommen, wo wir es mit quirltreibenden Na-
delholzern zu tun haben). Deshalb erscheint es jedenfalls als
naturgemasser, wenn auch der regelmassige Gang des
7uwachses (im Sinne der analytischen Funktion) ausgefuhrt
wird nicht direkt aus einer der Zuwachsgleichungen selbst, son
dern erst indirekt, d. h. aus einer der Wachstumsgleichungen.

Anderseits die Zuwachsbetrage, als Differenzen zwischen
g'emessenen y - Betragen, sind von Messungsfehlern starker be-



268

haftet als die y- Betrage selbst.,Es kann allerdings stattfinden,
dass, obwohl zwei aufeinanderfolgende y- Betrage mit Mcs-
sungsfehlern behaftet, der daraus resultierende Zuwachsbetrag
trotzdem fehlerlos bleibt, was z. B. der Fall ware, wenn beide
y - Betrage mit zahlenmassig gleichen und dazu auch mit gleich
bezeichneten Messungsfehlern behaftet waren. Es ist jedoch
auch der Fall entgegengesetzter Vorzeichen mdglich, dem vori-
gen sogar auch gleich wahrscheinlich. Da haben wir dann eine;
Kumulierung von Fehlern im erhaltenen Zuwachsbetrage, wes-
halb eben die Amplitude der Fehlerhaftigkeit (urn mich so*
auszudrucken) beim Zuwachse doppelt so gross erscheint als.
bei der Primargrosse selbst.

Dies musste hervorgehoben werden beziiglich der a b s o-
luten Fehlerbetrage. Was nun die relative Fehlerhaftig
keit (in Prozenten ausgedriickt) anbelangt, so steht es in dieser
Hinsicht mit dem Zuwachse noch arger, da namlich seine Be
trage in der Regel viel geringer sind als die Primargrdssen-
betrage.

Die Zuwachsfehler kommen zwar nicht eben arg zum Vor-
schein, wenn die Primargrdssen gemessen werden in grdsseren
Zeitabschnitten, z. B. jedes zehnte Jahr. Doch die so erhaltenem
Zuwachsbetrage, als durchschnittlich-jahrliche, unterscheiden
sich schon mehr oder weniger von denjenigen, die (der regel-.
massigen Zuwachskurve gemass) tatsachlich fallen sollen eben
in die Mitten der einzelnen Perioden. In vielen Fallen kann aller
dings solch ein mittlerer Zuwachsbetrag fast haarscharf als der
eben in der Perioden-M i 11 e erfolgte betrachtet werden und
geschieht dies zur Zeit, wo die Zuwachskurve eine annahernd ge-
rade Richtung zeigt. Wenn diese jedoch starker gekrummt ist,
so gehdrt (je nach Umstanden) solch ein durchschnittlicher Be-
trag, seiner Grdsse nach, nicht mehr genau genug in die Mitte
seiner Periode. Und dies nun, zusammen mit einem noch ziem-
lichen Teile der erwahnten Mangelhaftigkeit in der Zuwachser-
mittlung, beeintrachtigt die Prazision der darauf fundierten ma-
thematischen Z u w a c h s-Kurve jedenfalls mehr, als es der Fall
ist bei der (auf einem entschieden zuverlassigeren Grundlagen-
material fundierten) mathematischen W a c h s t u m s-Kurve

C.) I. Die Zuwachsgleichungen sind bekanntlich erste Ab-
leitungen der Wachstumsgleichungen. Diese letzteren ergeben
sich daher aus der Integration von Differentialen jener ersterem

Aus der Gleichung 44, die (wie gesagt) nur als eine fiir
analytische Operationen besser geeignete Form der Gleichung
46 erscheint, folgt als vorlaufige (noch nicht abgeschlossene)-
Form der Wachstumsgleitung der Ausdruck 61. Dieser kann
nun zum Abschlusse gebracht werden nur im Wege der soge-
nanten partiellen Integration. Bevor wir jedoch hierzu heran-



269

%reten, w'ollen wir ihn noch etwas vereinfachen, uzw. mit Hilfe
■ des Substitutionsausdruckes 62 und der ihm zugeordneten Aus-
driicke unter 63. Setzt man diese drei Ausdriicke in 61 ein und
"beachtet man hierbei die Integrationsgrenzen, mit deren Ver-
-tau'schung sich das Vorzeichen des Integrals andert, so ergibt
sich daraus die Gleichung 64. Wenn wir jetzt vorlaufig nur die
unbestimmte Integration des Integrals 64 ins Auge fassen
und substitutionsweise die Ausdriicke 65 und 67 anwenden, so
nimmt das Integral aus 65 mit Hilfe der bekannten Gleichung
66 die Form 68 an. Das Integral im Subtrachenden dieses letz-
ten Ausdruckes (wir wollen es mit bezeichnen) ist nun ganz
:analog gebaut wie das Integral aus 65. Daher erhalt es mit
Hilfe der Ausdrucke unter 69 die Form 70. Substituiert man

■weiter die Ausdrucke 71, so nimmt das Integral (/s) aus dein
Subtrachenden des Ausdruckes 70 die Form 72 an.

Ware nun B eine ganze Zahl und wollte man den angege-
benen Integrationsvorgang so lange fortsetzen, bis der Koeffi-
zient vor dem Integralzeichen auf Null herabsinkt, so erhielte
•man als letztes partielle Integral den Ausdruck 73. Nach Ein-
setzen dieses letzteren in das vorletzte dieses wiede-
rum in das vorangehende usw. bis schliesslich zu (all dies
unter gleichzeitiger Ausmultiplizierung der einzelnen Partial-
integrale mit den davorstehenden Koeffizienten) ware die un
bestimmte Integration des Ausdruckes 64 zum Abschluss ge-
"bracht und bliebe es nur noch iibrig, dieses unbestimmte Inte
gral aufzulosen in bezug auf seine Grenzen. Hiermit ware die
gesuchte Wachstumsfunktion vollkommen gegeben uzw. in ei-
ner endlichen Form.

Die Integration des Ausdruckes 64 hat, wie ersichtlich, eine
Yorbedingung, dass namlich B schon a priori bekannt ist. Man
soli es also bereits aus der Gleichung 44 bestimmen, uzw. ent-
"weder nach der Elementarmethode (Auflosung von 3 Gleichun-
gen mit 3 bekannten Koordinatenpaaren) oder nach der Metho-
de der kleinsten Quadrate. Nach irgend welcher dieser Metho-
den resultiert indessen B in der Regel als ein Bruch, was bc-
deuten will, dass die Auf-ldsung- des Integrals 64 in der Regel zu
einer unendlichen und fiir das hier erstrebte Ziel eigentlich un-
"brauchbaren Reihe fiihrt. Um nun doch zu einer fiir praktische
Ausnutzung geeigneten, also endlichen Reihe zu gelangen, muss
£ auf ganze Zahl auf- bezw. abgerundet werden. Unter dieser
Bedingung und auf beschriebene Weise ergibt sich dann fur
der Ausdruck 74. Mit Rucksicht auf leichte Erkennbarkeit der
Regel, nach welcher sich die Vorzeichen der einzelnen darin be-
findlichen Glieder wechseln, kann dieser Ausdruck angeschrie-
den werden auch in der Form 75. Wird jetzt zur Bestim-
mi u n g dieses noch unbestimmten Integrals herangetreten (mit
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Rucksicht auf die unter 64 angegebenen Grenzen), so entsteht ,
hieraus die Gleichung 76 und aus dieser nach einigen Umfor-
mungen schliesslich die Gleichung 77.

Dies ware also die K o 11 e r'sche Wachstumsfunktion. Nach;
Prof. Guttenberg (a. a. O., S. 61) »erscheint sie etwas zu
korhpliziert, um eine Anwendung in der Praxis zu gestatten«.
Ausser diesem rein praktisch gehaltenen Einwande kann mam
ihr auch deren einige von rein theoretischem Charakter geben.
Aus leicht fasslichen Grunden gehort hierzu schon die Notwen-
digkeit der gesagten Auf- bezw. Abrundung vo B. Ausserdem:
ist die Funktion eigentlich nicht selbstandig. Denn vermittelst
ihrer Parameter, die entweder alle (nach K o 11 e r selbst) odcr-
wenigstens teilweise (fi) aus der Gleichung 44 ermittelt wer-
den mussen, setzt sie ihre 3; - Betrage in Abhangigkeit von den.
(jedenfalls weniger zuverlassigen) empirisch gefundenen y'- Be-
tragen. Nach meiner obigen Herleitung erscheint die Koller'--
sche Wachstumsfunktion in rein formeller Hinsicht wesentlich:
einfacher als nach Roller selbst (von Roller wurde sie aus.
der analytisch weniger geeigneten Gleichung 46 hergeleitet),.
doch auch jetzt verliert sie noch immer nicht den von G u t--
t e n b e r g hervorgehobenen ungunstigen Charakter.

Fur den Fall, dass von den in 77 enthaltenen Parametern;
riur B aus der Gleichung 44 ermittelt wird, miisste naturlicb.
der von alien Parametern zusammengesetzte Ausdruck vor der
Hauptklammer durch einen einzigen, neuen Parameterausdruck.
ersetzt werden.

C.) II., 1. Wird sowohl der Zahler als auch der Nenner der
Funktion 56 durch den Ausdruck 78 geteilt, so folgt aus ihr
-nach einfacher Umformung die Gleichung 79 bezw. 80. Setzt
man in diese letztere die Ausdriicke unter 81 und 82 ein und:
beachtet man sowohl die neuen Integrationsgrenzen-im-Sinne.
der .Gleichung 81 als auch die erwahnte Regel, dass die Ver-
tauschung von Integrationsgrenzen eine Aenderung des Vor^
zeichens vor dem Integrale zur Folge hat, so ergibt sich hier
aus nach entsprechender Zusammenziehung der Ausdruck 83^.
Werden nun in diesen letzteren die Ausdrucke unter 84 und 85-
eingesetzt, so ergibt sich daraus die Gleichung 86, und aus die
ser, nach Vereinfachung im Sinne des Ausdruckes 87, ergibt sich.
schliesslich die gesuchte Wachstumsfunktion 88. Die der Funk
tion 56 analoge Form des Ausdruckes 88 ist unter 88-a ange-
fuhrt.

Wie ersichtlich, diese letztere Form unserer Wachstums
funktion unterscheidet sich von der Funktion 56 nur insoferne^
als hier sowohl der Zahler als auch der Nenner ein und densel-
ben Exponenten besitzt. Es ist demnach, in volliger Ueberein-
stimmung mit den Formen der entsprechenden Rurven, diese:
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Wachstumsfunktion einfacher geformt als die ihr entsprechen-
de Zuwachsfunktion. Sonst kommt aus 88-a gleich auf den er-
sten Blick heraus, dass fiir x o auch y == o sein muss. Die:
Form 88 zeigt nun weiter, dass fiir x = sich y — a ergeben.
muss, dass also die Wachstumskurve ihr Ende nimmt mit dem.
asymptotischen Betrage a als Ordinate. Auf diesem Wege von
0 bis a passiert die y - Grosse (unaufhorlich zunehmend) durch
einen einzigen Wendepunkt, dessen Abszisse ausgedriickt wur-
de durch die Gleichung 58. Da weiter, wie schon gesehen, die.
Funktion 56 bei x = 0 ebenfalls gleich Null ist, so steht die an-
fangliche Richtung der Kurve 88 tangential zur Abszissenaxe,

Die Funktion 88 besitzt also samtliche fur die Wachstums-
charakterisierung (wie dasselbe dargestellt wird durch Abbil-
dung 1) notwendigen Eigenschaften. Sie muss sich daher an die
konk'reten, aiif Grund der Beobachtungsresultate aufgetrageneh
Wachstumskurven in genugendem Maasse anschmiegen. Es ist
•jedoch auch bekannt, dass das Anschmiegungsvermogen einer
theoretischen Kurve nicht aliein von ihrem allgemeinen Cha-
rakter abhangt (ob prinzipiell richtig Oder nicht), sondern auch
von ihrer Parameteranzahl. Je grosser diese, desto^ (bei sonst,
richtigem Funktionscharakter) grosser die Anschmiegsamkeit.
Von diesem Standpunkte aus konnte nun die Gleichung 88 nur-
noch mit einern einzigen neuen Parameter dotiert werden (in
Form eines unmittelbar iiber x gesteliten Exponenten) und er-
hielte man hierdurch die von mir 1930 (herleitungslos) publi-
zierte Wachstumsgleichung. Am Ende der voriiegenden Studie:
werde ich auch diese erweiterte Form der Wachstumsfunktion
speziell herleiten, muss jedoch schon jetzt hervorheben, dass auch.
selbst bei der Funktion 88 die Parameterberechnung nicht eben.
bequem und rasch vor sich geht," indem namlich auch sie nicht
in die Gruppe linearer Funktionen hineingehdrt. Deshalb mussc
auch bei ihr (ebenso wie bei der K o 11 e r'schen Funktion) der-
ganze Berechnungsprozess nach der Methode der kleinsten:
Quadrate — wegen zahlreicher Logarithmierungen und Antilo-
garithmierungen langwierig und miihsalig — noch einige Male-
wiederholt werden. Dies gibt mir nun Beweggrund dazu, aus;
ihr eine moglichst verwandte Naherungsfunktion zu entwi-
ckeln, bei welcher keine Wiederholung des Rechnungsprozesses-.
und dazu auch kein Logarithmieren bezw. Antilogarithmieren
notwendig ist. Selbstverstandlich muss diese vereinfachte Funk-
tionsform von ganz theoretischem Standpunkte aus minderwer--
tig sein, der Funktion 88 gegeniiber.

C.) II., 2, Der-Nenner den Funktion 88 kann leicht in eine-
Binomialreihe entwickelt werden, in der Regel unehdliche, weil
C nur ausnahmsweise ganze Zahl sein kann. Dadurch entsteht
aus ihr die Funktion 89, die mit Hilfe der Substitutionsausdriickfc
unter 90 die Form 91 erhalt mit A, B, C, als neuen^
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•Parametern. Eine je grossere Anzahl solcher Parameter in der
•Gleichung bezw. der Glieder in ihrem Nenner (von links nach
rechts), desto besser miissen sich ihre y - Werte an die gegebe-
ne Reihe von y - Betragen anschmiegen.
'  Sonst ist aus der Funktion 91 ersichtlich, dass — wie gross
•Oder klein die Anzahl von Parametern bezw. von Nennerglie-
•dern auch sein mag, die Bins allein ausgenommen — fur den
Fall jc = 0 ebensowohl auch y — o sein muss, wahrend ander-
^seits bei x = ~ der Betrag y = A sich ergibt. Diesbezuglich
ist also die Funktion 91 ganz ubereinstimmend mit der Funk
tion 88. Die ubrigen Charaktermerkmale der Funktion 91 "sind
nicht so bestandig. Sie sind einigermassen durch die Anzahl von
Nennergliedern bezw. von Parametern bedingt. Jedenfalls diirf-

■te die Parameteranzahl nicht unter 4 herabsinken; anderseits
jedoch, selbst' auch in anspruchsvollsten Fallen, konnen 6 Para
meter vollkommen genugen. Dabei diirfte die angegebene un-
tere Anzahlgrenze fiir den H 6 h e n-Wachstumsgang Geltung

:haben, die obere fur den Wachstumsgang der H o 1 z m a s s e.
Die Funktion 91 reprasentiert — ihrer ganzen Form gemass

— noch immer nicht das, was hier eigentlich erstrebt wird, da
.auch sie (wie ersichtlich) noch nicht linear ist. Dafiir ist doch
vollkomiiien linear (mit Riicksicht auf die Parameter als Unbe-
'kannten) die ihr reziproke Funktion 92, die mit Hilfe der Sub-
:stitutionsausdrucke unter 93 die endgiiltige Form 94 annimmt
Tail a, y als neuen Parametern. Diese letztere lasst al
so eIne bequeme und verhaltnissmassig rasche Parameterbe-
rechnung zu, sei es nach der Elementarmethode oder nach der
Methode der kleinsten Quadrate. Nach dereh Ausrechnung er-
geben sich dann die Parameter der Gieichung 91 durch einfa.-
:che Umkehrung der Ausdriicke unter 93 d. h. nach den Formeln
,95. Doch ist dieses letztere auch nicht gar notwendig, da aiif
'Grund bekannter Werte fur a, und demzufolge
auch fiir y~^ die den einzelnen Altern entsprechenden y- Ber
trage auch nur durch einfaches Umkehren von y~ ̂  erfolgen
konnen.

-  Zur P'arameterberechnung nach der Elemen
tarmethode iibergehend,. will ich diese nur fiir die Funktion 88
Tiurz darlegen.

Wenn man aus den drei Bestimmungsgleichungen 96, worin
•die Koordinatenpaare als bekannt vorausgesetzt werden, die
Unbekannte a eliminiert, so entstehen die Gleichungen 97. Wer-
•'den diese logarithmiert und miteinander dividiert, so fallt auch
c weg und verbleibt zugleich nur noch die Gleichung 98. Aehn-
lich wie die Gleichung 34 kann auch diese letztere nur probie-
rungsweise nach b aufgelost werden, wobei jedoch ft mit jeder
^eliebigen Genauigkeit bekimmt werden kann. Mit Hilfe des
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fur b. gefundenen Wertes wird nun derjenige fiir c aus einer
-der Gleichungen 97 bestimmt und die Betrage fiir b und c die-
nen sodann zur Berechnung des Betrages fiir a, uzw. aus einer
der Gleichungen 96.

Die Parameterbestimmung nach dieser — eigentlich gro-
ien — Methode kann jedoch nur als eine Vorbereitungsarbeit
gelten, uzw. fiir die Bestimmung nach der viel feineren Metho
de der kleinsten Quadrate, zu welcher wir nun iibergehen.

D, II, 1. Bevor wir jedoch die kompliziertere Entwicklung
dieser Methode fur die Funktion 88 in Anschlag nehmen, wol-
len wir moglichst kurz darstellen ihre einfachere Variante fiir
die Funktion 94. Der Einfachheit halber werden hier nur 4 Pa
rameter supponiert, da der Vorgang im Falle von mehr Para-
metern ganz analog ist. Der weiteren Vereinfachung wegen fiih-
ren wir die Substitutionen nach 99 aus, wodurch die Gleichung
94 iibergeht in die Gleichung 100.

Zwischen den theoretischen (gleichungsmassigen) j;" Be-
tragen fiir verschiedene Alter und den fiir dieselben durch Beob-
achtung erhaltenen (empirischen) Betragenb-^(v/oi = J,2,...n)
bestehen bekanntlich gewisse, vorderhand noch unbekannte und
gleich in positiver wie in negativer Richtung mogliche Diffe-
renzen, welche durch das Gleichungssystem 101 angegeben sind.
Mit Hilfe der Substitutionen unter 102 bekommen diese Glei-
^ehungen, unter der Bezeichnung »Fehlergleichungen« bekannt,
die einfacheren Formen unter 103. Nachdem nun diese Differen-
2;en (Fehler) mit den vorderhand noch unbekannten Parameter-
betragen (a, funktionell in Verbindung stehen, so ent-
sprfcht jedem anderen Parametersysteme ein anderer X- Wert
und entgegengesetzt. Nach der Theorie wird nun dasjenige Pa-
rametersystem als das wahrscheinlichste angenommen, welches
die Gleichung 104 bezw. (mit Riicksicht auf das System 103) die
Gleichung 105 zur Folge hat. Diese Fehlerquadratsumme kann
indessen das erforderliche Minimum ergeben nur unter den
-durch die Gleichungen 106 angegebenen Bedingungen, d. h.
wenn die partiellen Ableitungen der gesagten Summe nach

P, y, 5 der Null gleichgestellt werden. Nach Ausfiihrung die-
j5er Operationen entstehen die 4 Gleichungen 107, die mit Riick
sicht auf das System 103 ausgedriickt werden konnen durch die
einfacheren Gleichungen 108 bezw. 109 (hierselbst nach der in
der Fehlertheorie gebrauchlichen kiirzeren Schreibweise).

Die Gleichungen 107 konnen indessen (nach Ausmultipli-
zierung der eingeklammerten Ausdrucke mit den ausserhalb
stehenden Faktoren) auch in einer anderen Weise vereinfacht
werden. Zu diesem Behufe ordnet man sie nach den Unbekann
ten (a, P, . . . .) selbst und entstehen hiernach (durch entspre-
chende Zusammenziehungen) die sogen. Normalgleichungen 110,
GLASNIK ZA SUMSKE POKUSE jg
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die aufgelost werden kdnnen im Wege des einfachsten. Eliminar
tionsvorganges. Die so erhaltenen Parameterwerte, in das Sys
tem 103 eingefuhrt, ermoglichen nun die Bestimrniing einzelner
Differenzbetrage, worauf man mil Hilfe der Gleichungen 103-
auch die rechnerische Richtigkeit der erlangten Resultate priifen
kann.

Die Unbekanntenberechnung aus dem Systeme 110 kann.
noch vereinfacht werden. wenn fiir die Unbekannten bereits im.
vorhinein eigentliche Formeln aufgestellt werden. Wird zu die-
sem Behufe vorerst a eliminiert, so entstehen die Gleichungen
111, worin man sodann die Substitutionsausdrucke 112 einfiih-
ren kann. Hierdurch erhalt man die ganz einfachen Gleichungen
113. Durch Elimination von Presultieren alsdann die Gleichun
gen 114 und mit Hilfe der Vereinfachungsausdrucke unter 115
die Gleichungen 116. Die Elimination von y liefert zuletzt die,
einzige Gleichung ,117, aus welcher sich in 118 der formelmas-
sige Ausdruck fiir d ergibt. Nach seiner Errechnung ergeben
sich dann aus den Gleichungen 116 die beiden Ausdrucke fur y
(Gleichung 119). Die parallele Anwendung beider dieser Aus-
• driicke erscheint als vorteilhaft, da hierdurch bereits jetzt das.
,eventuelle Bestehen eines, groben Rechnungsfehlers entdecku
werden kann. Zum mindesten zeigen die Resultate beider die
ser Formeln' an, mit wieviel Decimalen weiterhin gearbeitet
werden soil, da es z. B. "unsinnig ware auch weiterhin mit 10'
Decimalen zu arbeiten, wenn die beiden parallelen Resultate-
schon in der neunten Decimale" nicht ubereinstimmen. Auf
Grund der fur y und 6 bereits bekannten Werte berechnet sick
dann der P- Wert nach der Formel 120 und weiterhin auch a
"nach der Formel 121.

D, II, .2. Aus jeder durch Gleichung 122 dargestellten (pp-
sitiven oder negativen) Differenz zwischen dem gleichungsmas-
•sigen yj-Werte und dem dafiir beobachtungsweise erhaltenen A-
Betrage ergibt sich umgekehrt je ein Ausdruck 123, der den
gleichungsmassigen yj- Wert als Aggregat zwischen dem betref-
fenden • Beobachtungsresultate (Aj) und seinem Fehler ;i;j dar-
stellt. Ausserdem enthalt die Gleichung 123 auch eine formelle-
Hinweisung darauf, dass y^ funktiohell abhangt nicht nur von
Xj allein, sondern auch von den Parameterwerten, die sich von-.
Fall zu Fair(z. B. von Standort zu Standort) wesentlich andern.
Indessen hangt, wie ersichtlich, diese Funktion nicht linear von.
ihren Parametern ab und muss daher fiir die Behandlung nach.
der Methode der kleinsten Quadrate erst speziell .prapariert
werden. Dies geschieht nun mit Hilfe des Satzes von Tay l o r.,
•Nachdem jedpch aius technischen Griinden die T a,y I o r'sche-
•Reihe schon nach den die ersten partiellen Ableitungen erithal-
tenden Gliedern abgebrochen werden muss und nachdem hier-
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durch die Quadrate' und" Produkte ihref 3'Zusatze« vernachlas-
s-igt werden miissen, so miissen in die Funktion 88 bereits im
vorhinein gewisse, moglichst gute Approximationswerte {oq,
bo, Co) fiir Parameter eingefiihrt werden, die dann durch die
Ausgleichung nur noch moglichst kleine Zusatze (cs,. p, y).er-
halten sollen, urn mit Hilfe der Gleichungen 124 auf die wahr-
scheinlichsten Parameterwerte (o, 6, c) erganzt zu werden.
Die Approximationswerte werden nun am zweckmassigsten
nach dem durch Gleichungen 96—98 angegebenen Elementar-
verfahren ermittelt, wobei es auch noch als zweckmassig er-
scheint, die gegebenen Koordinatenpaare graphisch aufzutra-
gen und die hierdurch erhaltene unregelmassige Kurve nach
Augenmaass auszugleichen.

Die Gleichung 123, auf angegebene Weise mittelst der nie-
drigsten Giieder der Taylor'schen Reihe (Gleichung 125)
ausgedruckt, hatte somit die Form 126, die jedoch einer yiel-
fachen Vereinfachung fahig ist. Zu diesem Behufe dienen die in

■1'27 angegebenen Substitutionen, mittelst deren Hilfe sich hier-
aus direkt die Gleichung 128 ergibt. Hier gelten die Koeffizien-
-ten /4j, Cj, als bekannt, nachdem nun dieselben auf
Grund der Beobachtungsresultate direkt: errechnet werden kbn-
-nen. Aus dem durch 128 dargestellten System von Fehlerglei-
chungen ergeben sich sodann auf bereits angegebene Weise
(siehe Gleichungen 104—107) die Normalgleichungen 129, wo-
rin jedoch, wie ersichtlich, nicht mehr die Parameter selbst als
'Unbekannte vorkommen, sondern ihre Zusatze. Nach deren Aus-
rechnung (in Analogic mit den Gleichungen 111—121) werden
diese Zusatze in die Formeln 124 eingesetzt. Fast nie jedoch er-
halt man hiermit gleich die definitiven Parameterbetrage, da die
erwahnten Zusatze nach dieser ersten Berechnung in der Re-

>gel so gross sind, dass ihre Quadrate und Produkte nicht ver-
nachlassigt werden diirfen. Deshalb diirfen die nach 124 zum
■ersten Male errechneten Parameterwerte nur erst als neue
Approximationswerte zwecks Wiederholung des ganzen Rech-
nungsprozesses verwendet werden. Die hierdurch fiir a, P, y
erhaltenen neuen Werte mussen jedoch kleiner sein als das er-
ste Mai, sofern' natiirlich kein grober Rechenfehler vorliegt
bezw. sofern man mit einer geniigenden Anzahl von Decimalen
arbeitet. Dbch mussen selbstverstandlich auch sie noch immer
nicht genug entsprechen und muss daher die ganze Prozedur .sb
la!nge wiederhdit werden, als die errechneten Zusatzwerte nicht
d'erart herabsirikeh, dass man ihre'Quadrate und,Produkte wirk-
li'ch vernachlassigen kann: Od dieser Fall schon da ist, kann man-,
sich mittelst der Kontrollgleichungen 130 yergewissern, die ahn-
li'ch erhalten werden wie diejenigeri unter .108 bezw. 109. Ist
dieser Fall schon eihgetfeten, so habeh %ir darinmich't nur'die:
wahrscheinlichsten Parameterwerte hiermit gefundeh,'sondern.
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-konnen auch alle uns notwendigen y-Werte auf die einfachste
Weise und endgultig errechnen. Sie resultieren in diesem Falle

,jnit genugender Genauigkeit bereits aus der Gleichung 122.
Die Methode der kleinsten Quadrate bietet uns auch die

Mdglichkeit, den Zuverlassigkeitsgrad der errechneten Parame-
terwerte zu bestimmen.. Doch hierauf kann ich hier nicht ein-
^ehen.

■  ■ D, III. Das hier behandelte Beispiel betrifft die in Tabelle 2
enthaltene und in Decimetern ausgedruckte Wachstumsreihe von
'Guttenberg. Sie ist, wie ersichtlich (Abbildung 1), bereits
'ausgeglichen, nicht jedoch nach der Methode der kleinsten
Quadrate, sondern der Hauptsache nach graphisch und okula-
riter.

,  1. Behufs Ermittlung der Naherungswerte 6,,, (mittelst
-der Gleichungen 96—98) nahm ich die den Abszissen 10, 80,
150 entsprechenden Ordinaten zuhilfe. Hiermit erhielt ich:

574-3874, 6^= 14*77354, c^,= 4-094.228. Mit Hilfe dieser
Betrage ergaben sich nach den Gleichungen 129 die Zusatz-
werte a = -f 13-019.9496,- P = — 2-5498.0949, y = +
0.837.605.347, so dass die Parameterwerte selbst jetzt betrugen:
a = 587-407.3496, b = 12'2237.3051, c = 4-931.833.347. Es wur-
de natiirlich die Wiederholung notwendig, wodurch ich erhielt:

— 1-1473.5573, P = — 0-440.782.986, y = + 0-317.830.715,
■also Zusatzbetrage viel kleinere als das erste Mai, die jedoch
noch immer nicht zu vernachlassigen sind. Ich begnugte mich
hiermit dennoch; nur konnte ich aus dem gesagten Grunde die
einzelnen y- Werte nicht aus der Gleichung 122 ermitteln,
musste vielmehr zu diesem Behufe die neuen api4i-Werte berech-
nen (siehe Gleichungen 125—127). In der Tabelle 5 sind diese
Werte in der '3. Spalte zu finden. Der leichteren Vergleichung
■\vegen enthalt die 2. Spalte nochmals die Guttenberg-
schen Originalzahlen aus der Tabelle 2. Die 4'. Spalte enthalt
die Differenzen zwischen den Angaben- dieser beiden Spalten,

'd. h. die Werte nach letzter Gleichung unter 127. Sie sind,
wie ersichtlich, nicht ebeh gross. GraphiscH sind die angefuhr-
ten A^^ Werte durch die Abbildung 3 dargestellt (ausgezo-
;gene Kurve). Die daneben liegenden Punkte reprasentieren da-
gegen die Originalzahlen von Guttenberg.. Die hier not
wendigen Logarithmierungen fuhrte ich mittelst der angefuhr-
ten .10-stelligen Tafeln von Vega aus. Oberhaupt alle Berech-
nungen, sowohl hier als auch in folgenden Fallen wurden mit
2ahlen von wenigstens 10 Effektivziffern ausgefuhrt. - / ,

2. Aus der Gleichung 94 nahm ich bei der Parameterberech-
3iung zuerst 4 und sodann auch 5 Parameter in Betracht.,.Mit
ihrer Hilfe berechnete ich dann nach den Formeln,95 die Para-
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meter von^ Gleichung 91. Alle diese Parameter sind in der Ta-
belle 6 zusammengestellt, diejenigen fur den ersten Fall in den
ersten 4 Zeilen. Einer der Parameter fur den zweiten Fall ist,
wie ersichtlich, negativ, was ja nicht erstaunen kann angesichts
der Tatsache, dass die Funktion 91, obwohl aus 88 entstanden,
mit dieser dennoch nicht identisch ist. Aus der Tabelle 7, die
sonst der vorigen (5) ganz ahnlich eingerichtet ist, geht hervor,
dass sich die Kurve im Falle der Anwendung mit 4 Para-
metern etwas besser an die empirische Kurve von 0 u 11 e n-
berg anschmiegt, als es der Fall war mit der Kurve jJag. Dies
ist iibrigens ganz begreiflich angesichts .der grdsseren Anzahl
ihrer Parameter, obwohl sie, wie gesehen, nur eine gewisse An-
naherung an die Funktion 88 reprasentiert.

Eine noch viel bessere Anschmiegung an die Gutten-
berg'sche Wachstumsreihe zeigt sie bei der Anwendung mit
5 Parametern, wie dies aus Tabelle 8 hervorgeht, wo die Diffe-
renzen bereits ganz winzig sind. Ist indessen der Umstand, dass
die beiden Wachstumsreihen bezw. die daraus entstehenden
Kurven nicht ganz ubereinstimmen, nur der theoretischen Kur
ve zur Last zu schreiben? Um diesbeziiglich ein Urteil fallen zu
konnen, bildete ich aus den aufeinander folgenden Betragen der
2-. Spalte Differenzen und aus diesen in derselben Weise auch
die zweiten Differenzen (siehe die Spalten 5 und 6). Diese letz-
teren trug ich jetzt im Maasstabe 1 c/m = 2 dcm graphisch auf..
Nun zeigte es sich, dass diese zweiten Differenzen vom 50. Jah-
re ab eine durchaus unregelmassige Kurve bilden (siehe den
punktierten Kurventeil, Abbildung 4) davon eben rtihrend, dass-
die Guttenber g'sche y - Kurve, ihrer Entstehungsweise ge-
mass, nur anscheinend regelmassig ist. Dagegen bilden die ent-
sprechenden (in die letzte Spalte eingetragenen) zweiten Diffe
renzen der Funktion 91 auch weiterhin eine ganz regelmassige
Kurve, die sich eben durch die Mitte der von der anderen ge-
bildeten, unregelmassig stehenden Punkte hindurchzieht und sie
Tiierdurch ausgleicht.

Ich will-hiermit nicht etwa sagen, dass die Funktion 91, mit
5 Parametern angewandt, in bezug auf ihren Kurvenverlauf
bereits nichts mehr zu wunschen ubrig lasst. Dies umsoweniger»
als sie (wie gesehen) nur eine Naherungsform der Funktion 88
gegeniiber darstellt und als sie ihre bessere Anschmiegsamkeit
(dieser Mutterfunktion gegeniiber) nur ihrer bedeutenden.
Ueberlegenheit in der Parameteranzahl zu verdanken hat. Doch
durfte diese ihre Eigenschaft nicht stets derart massgebend
sein, als es eben scheinen will. Nachdem wir namlich einen ihrer
Parameterwerte bereits als negativ gesehen haben, so ist durch
aus auch der Fall nicht ausgeschlossen, dass nicht ihr vorletz-
ter, sondern' ihr letzter Parameter negativ wird und' in di'esem
Falle muss sie dann entschieden aufhoren, in ihrem ganzen
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Verlaufe verwendbar zu sein. Doch durfte dann dieser eventuelle
Sonderfall.nur als ein Zeichen dafur gelten, dass die eben. ver-
wendete Parameteranzahl noch nicht geniigt.

'  E.) Fur den Gang des Dickenwachstums'und des Durch-
messerzuwachses im Bodennlveau gelten bekanntlich'ganz ana-
loge Kurven wie diejenigen auf Abbildung 1. Deshalb gelten nun
fur das Wachsen und Zuwachsen des Durchmessers an dieser
untersten Schaftstelle auch die in den Gleichungen 56 und 88
ehthaltenen Gesetze. Das erste davori gilt indessen auch fiir den
Durchmesserzuwachs an irgend einer andefen Schaftstelle,
so auch an derjenigen in der Brusthbhe (13 dcm iiber dem
Boden), nur natiirlich erst von dem Zaitpiinkte (^) ab, in wel-
chem diese Hbhe von der Baumspitze eben erreicht wird: Nach
Einsetzen dieses speziellen Argumentwertes in die Funktion 56
resultiert fiir den, A n fa n g s-Betrag des Durchmesserzuwach-
ses in der Brusthohe der Ausdruck 131, der natiirlich — dem
betreffenden von Null, ja auch von 1 entschieden grosseren Ar-
gumentwerte gemass — sich ebenfalls in den Grenzen der End-
lichkeit bewegen muss.

. Mit Riicksicht auf diese untere Zeitgrenze (t) der Zuwachs-
tktigkeit in der Brusthohe muss natiirlich bei der Herleitung aes
den Brusthbhendurchmesser betreffenden Wachstumsge-
setzes von der Gleichung 132 ausgegangen werden, die-sich
von der analogen Gleichung 80 nur in bezug auf diese Grenze
nnterscheidet. Setzt "man hierher die Ausdriicke unter 81 und 82
ein, so resultiert hieraus nach entsprechender Zusammenzie-
liung und mit Rucksicht auf die neuen Integrationsgrenzen im
Sinne der Gleichung 81 der Ausdruck 133. Hieraus wiederum,
nach Einsetzen der Ausdriicke unter 84 und 85, resultiert der
Ausdruck 134, welcher riach Ausfiihrung der Integration uber-
gehf in den Ausdruck 135. Mit Hilfe des Substitutionsausdru-
ckes unter 87 ergibt sich hieraus schliesslich der Ausdruck 136
mit dem konstanten Subtrachenden, der nach 137 auch durch
k ersetzt werden kann. In Anbetracht dessen ist die endgultige
Form unserer Funktion fur das Dickenwachstum in der Brust
hohe enthalten in der Gleichung 138.

Wie ersichtlich, unterscheidet sie sich von der Funktion 88
lediglich durch noch einen weiteren Parameter, uzw. subtrak-
tionellen Charakters.

Fiir den Fall x = t wird ihr Minuend, wie aus 136 ersicht-
•  lich, gleich dem Subtrachenden und resultiert somit fiir diesen
Fall der Betrag y = o- Im Alter t existiert also noch iiberhaupt
kein Durchmesserbetrag in der Brusthohe. Gleich hernach je-
doch entstehend, wachst er unaufhbrlich und konvergierf gegen
einen endlichen Betrag .y = a — fe, der sich fur x = erge-
ben miisste. - -
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Wolte man' die aufein'ander folgenden Stammstarken am
alleruntersten Schaftpunkte (eben im Bodenniveau) mes-
sen, so miisste man t in 136 und 137 durch o ersetzen, da fur
das Erreichen -der noch-ganz verschwindenden (eigentlich noch
keiner) Hohe des betreffenden Punktes auch gar kein Alters-
betrag "notwendig war. Als Folge des gesagten Ersetzens ergabe
sich der Betrag k = o und fiele somit der Ausdruck 138 zusam-
men mil dem Ausdrucke 88, welcher — wie gesagt — Geltung
hat fur das Dickenwachstum am alleruntersten Schaftpunkte..

Infolge des Parameters k ist naturlich die praktische An-
wendung der Funktion 138 wesentlich erschwert der Funktion
88-gepnuber. Seinetwegen lasst sich ausserdem die Funktion
138 nicht mehr in solch eine lineare Form, iiberfiihren, wie es
"bei der Funktion 88 der Fall ist.

F.) Die Gleichungen 8-a, 9 und 10 lassen noch eine allge-
meinere Form zu, indem namlich auch jedes x mit einem von
der Einheit verschiedenen Exponenten dotiert werden kann.
Diesen wollen wir allgemein mit 2s + 1 ausdrucken. Dabei kann
S vorderhand (wegen Zufriedenstellung der auf diese Weise er--
weiterten Gleichung 10), wenn auch nicht alle, so doch eine
ganz gewaltige Anzahl positiver (ganzer oder auch gebrochener)
Werte annehmen. Auf dieser Grundlage und mittelst der Inte
gration (wie fruher) folgt nun aus der in dieser Weise erwei-
terten Gleichung 9 bezw. 12 die Gleichung 139, die fur den Fall
s = 0 in die einfachere Gleichung 13 zuruck ubergeht. Ein dem
Vorgange, welcher uns zur Gleichung 17 fiihrte, ganz ahnlicher
Vorgang fuhrt jetzt zur Gleichung 140 und diese selbst verein-
facht sich mittelst der Gleichung 141 auf die Gleichung 142.

Als Folge des Zusammenfallens der Maximalordiriate mit
der Ordinatenaxe ergibt sich hier auf bereits beschriebene Wei
se die Proportion 143. Im Sinne dieser letzteren'.stehen jetzt in
der Relation nicht mehr die Linearausdrucke gx und g«
selbst, sondern ihre Potenzen. Weiterhin folgt aus der Glei
chung 142 auch noch ein anderer Schluss, dass namlich diese
Potenzen auch als eigentliche G r e n z e n der Variabilitat aiif-
gefasst werden konnen. Doch sie rriussen auch ja in dieser'Wei-
se aufgefasst werden, wenn die Funktion 142 jedenfalls asym-
metrisch sein soil (was hier von ihr eigentlich auch erfordert
wird). Wenn aber die Sache so steht, dann gilt nunmehr als
eigentliches Argument nicht mehr das fruhere (:c), sondern sei
ne Potenz. Mit Rucksicht darauf muss jetzt t nicht auf die der
■erwahnten Einschrankung von s entsprechenden Werte be-
.^chrankt sein, denn diese Einschrankung war ja nur bei sym-
metrischen Funktionen notwendig-(urn die in erwahnter Weise
erwerterte Gleichung 10 -zufriedenzustellen). Das 'einzige, was
jetzt von t erfordert wird, ist die Pbsitivitat. '
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Unter diesen Umstanden gilt fur die derjenigen unter 2t
analoge Transformation die einfache Gleichung 144. Aus ihr
folgt weiter die Gleichung 145 und aus dieser (durch ahnliche
Substitutionen wie bei 23) die Gleichung 146, d. h. die allgemei-
nere Form der Gleichung 24. Sie verwandelt sich (in ahnlicher
Weise wie friiher) in die Gleichung 147, d h. in die allgemeinere
Form der Gleichung 44. Aus dieser wiederum, wenn sie in -der
Form 147-a angeschrieben wird, folgt mit Hilfe der bekannten
Gleichung 148 (welche Geltung hat unter der Bedingung;
= CO) die Gleichung 149. Eine ganz einfache Umformung-

dieser letzteren fiihrt weiterhin zur Gleichung 150. Solange nun
die Bedingung £) = ~ besteht, ist die Gleichung 149 (und dem-
zufolge auch.150) ganz identisch mit derjenigen unter 147-a.
(bezw. 147), die den Wert y' = o ausser bei x = 0 erst noch
bei X = oo zur Folge hat. Die erwahnte Bedingung ist jedoch-
nicht die einzige, die bei den erwahnten Abszissenwerten zum
Ordinatenwerte o fuhrt. Derselbe Effekt kann namlich erreicht
werden auch bei ganz endlichen D- Werten,nur muss zu die-
sem Behufe gleichzeitig mit der Einfuhrung yon teilweise yer-
einfachenden Substitutionsausdrucken 151 auch noch (im Sinne
der Ausfiihrungen bei 49 bis 51) von ganz speziellen Substitu
tionsausdrucken' 152 Gebrauch gemacht werden.

Hiermit gelangen wir zur Gleichung 153, die (wie ersicht-
lich) bei «/ = 1 sich in die Funktion 56 zuruckverwandelt. Wirdl
sowohl- der Zahler als auch der Nenner dieser allgemeineren
Form fiir die Funktion 56 mit dem Ausdrucke 154 dividiert, so
gelangt man nach einigen einfachen Griffen zur Gleichung 155,
von dieser widerum mit Hilfe der Substitutionsausdriicke IbO-
und 157 (in ahnlicher Weise wie fruher) zur Gleichung 158 und'
zuletzt zur Gleichung 159, d. h. zur allgemeineren analytischen
Form des Wachstumsgesetzes. Auf ahnliche Weise wie fruher
ergibt sich endlich in der Gleichung 160 auch die allgemeinere
analytische Forin des Dickenwachstumsgesetzes.

Die Parameterberechnung fur die Funktion 159;
verlauft analog derjenigen fiir die Funktion 88, nur ist natiir-
lich die ganze Prozedur (wegen grosserer Parafneteranzahl)-
hier noch langwieriger. Dafur ist aber die Anschmiegsamkeit,
hier weit besser als bei der yorigen (einfacheren) Funktions-
form. Fiir voriges Beispiel betragen die Parameter dieser er-
weiterten Funktionsform wie folgt; a = 487*701.0464, 5. —
473*327.3355, c = 1*338.810.808, d = 1*569.983.831. Deren Be-
rechnung erforderte 5 Wiederholungen, einerseits ihrer gros-
seren Anzahl wegen, anderseits auch infolge des U'mstandes,.
dass bei den ersten 5 Berechnungen durchaus nur 7-steIlige Lo-
garithmentafeln in Anwendung ,waren, was natiirlich die Pra^
zision der Rechnung wesentlich beeintrachtigte. Die wesent-
lichsten (fiir uns hier) Ausgleichungsresultate befinden sich irt
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der Tabelle 9. Nach den Angaben der 4. Spalte erreicht keine.
einzige Differenz nicht einmal den Betrag von 9 cm. Im Durch-
schnitte sind diese Resultate denjenigen aus der Tabelle 8 ahn-
lich, dabei wurden jedoch diejenigen mit weit weniger Zeit-
und Miiheaufwand erreicht.

In der Tabelle 10 bringe ich noch die Ausgleichungsresul-
tate (nach dieser selben Funktion) fur die V. Standortsklasse:
der gesagten G u 11 e n b e r g'schen Ertragstafel (Nr. 16, S.
47), Die Parameterwerte sind jetzt : a = 334*241.3228, h =
90*378.343.14, c = 2*295.009.752, d = 1*126.763.791. Samtliche-
Resultate fiir diese (V.) Standortsklasse verdanke ich meinem
ehemaligen Assistenten Herrn Dr. N. Neidhardt. Wie er-
sichtlich, hier erreicht die gesagte Differenz selbst den Betrag*
von 3 cm nirgends, was zugleich besagt, dass die betreffenden
Hdhenbetrage von Guttenberg besser ausgeglichen sind'.
als diejenigen fiir die I. Standortsklasse. Ein Vergleich dieser
letzteren Parameterwerte mit den obigen (fiir die I. Standorts
klasse) zeigt noch, dass mit der Aenderung der Bonitat sich.
naturlich auch alle Parameterwerte geandert haben, dass dabei
jedoch die Aenderung von b diejenige aller ubrigen Parameter
verhaltnissmassig weit uberragt.

Hiermit ist selbstverstandlich nicht gesagt, dass die Eigen--
schaft eines »Standortsweisers« nur diesem Parameter allein
zugeschrieben werden sollte, da ja — wie ersichtlich — alle-.
vior Parameter charakteristisch sind fur die Standortsbonitat.
In welcherForm konnen sie jedoch alle vier — und dazu.
auch zugleich — am besten als Standortsweiser dienen?

Aus der vorigen Herleitung, uzw. von der Gleichung 158-
her, konnen wir leicht konstatieren, aus welchen Bestandteilen
(Jer Parameter a beider letztangefuhrter Gleichungen besteht.
Seinen vollen Ausdruck reprasentiert namlich die Gleichung 161
und aus dieser ergibt sich unmittelbar die Gleichung 162 —
den Multiplikationsparameter der Gleichung 153 darstellend-
Dieser Parameter der Zuwachsfunktion 153, kurz dieser »Zu-
wachskoeffizient«, eignet sich also als Standortsweiser am bes
ten, da er in gleicher Weise aus alien 4 Parametern der Glei
chung 159 zusammengesetzt ist.

Aus den obigen konkreten Parameterwerten resultiert als--
Betrag des Zuwachskoeffizienten fiir die V. Guttenberg'-
sche Standortsklasse die rund genommene Zahl 78118. Fiir die-
I. Standortsklasse dagegen betragt der Zuwachskoeffizient.
rund 485230, also iiber sechsmal (genauer 6.2 mal) mehr als-
fiir die V. Standortsklasse. Wie betragt sich, diesem Zuwachs
koeffizienten gegeniiber, die Bestandesmittelhdhe als Stand
ortsweiser?

Wird der einzelne h • Betrag aus der Tabelle 9 durch den-,
ihm (dem Alter nach) entsprechenden h- Betrag aus der Tabel-
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le 10 diyidiert, so ergeben sich der Reihe nach die Werte:4-08,
3-57, 3-34, 3-11, 2'96, 2*83, 271, 2-61, 2'51, 2'43, 2*36, 2-30, 2*25,
2*21, also Werte sowohl ungleiche untereinander als auch be-
deutend geringere dem angefiihrten konstanten Werte 6.2 ge-
genuber. Nach der Methode der kleinsten Quadrate lasst sich
ausserdem fiir den errechneten Zuwachskoeffizientenbetrag
auch der Unsicherheitsgrad berechnen, der bekanntlich bedingt
ist sowohl durch die Unregelmassigkeit der empirisch gegebe-
nen /i - Kurve als auch durch die Wirkung von Beobachtungs-
fehlern. Dagegen ist bekanntlich solche Berechnung bei der Bo-
-nitierung inittelst der Bestandesmittelhohe nicht mdglich.

Es diirfte also die Bonitierung mit Hilfe des angegebenen
Zuwachskoeffizienten als wirksamer gelten der Bonitierung
-mittelst der Bestandesmittelhohe gegenuber. Sie ist jedoch auch
natiirjicher als diese letztere in Anbetracht dessen, dass die
Bestandesmittelhohe (ebenso wie auch die Bestandesoberhohe),'
auch bei ganz ungeanderter Standortsgute, mit der Zeit sehr
variert, wahrend der auf Messungsergebnissen geniigend fun-
dierte Zuwachskoeffizient eine Anderung erleiden kann nur im
Falle einer wesentlichen zeitw'eisen Bonitatsanderung.

Von praktischer Seite aus musste man behufs Bonitierung
mittelst des Zuwachskoeffizienten zu den Stammanalysen Zur
flucht nehmen, sofern man iiber etwaige Bestandeshohendata
fiir verschiedene Alter nicht bereits verfUgt. Die Stammanaly--
sen konnten sich natiirlich nur auf Hdhenanalysen fiir eine ge-
wisse (standig genommene) Anzahl starkster Baume beschran-
ken. Zu den stark.sten miissen bekanntlich die-betreffenden Bau
me gehorem wegen moglichster Ausscheidung des Standraum-
einflusses. In Plenterbestanden musste natiirlich nur das wirt-
schaftliche Baumalter in Rechnung gezogen werden.

Statl der-Funktion 159 durfte zu diesem Behufe (der Ar-
beitskurzung wegen) auch die aus ihr unter der Bedingung
,c= 1 erfolgende Funktion 163 sich ganz gut eignen. Diese letz
tere erscheint auch der Funktion 88 gegenuber als praktischer.
Ausserdem durfte sie auch sonst etwas besser hierzu geeignet
■sein als die Funktion 88. Die Funktion 91 dagegen ist hierzu
iiberhaupt nicht geeignet, abgesehen von dem Umstande, dass
'bei der Berechnung ihrer Parameter mit Hilfe derjenigen fur
die Funktion 94 nicht. eigehtlich die Baumhohen bezw. die Baum-
massen selbst einer Ausgleichung unterzogen werden, sondern
ihre reziproken Werte und dass dieser Umstand ab und zu auch
jganz storend sein kann.


